Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



I 



pachafteD 

breitung 

Labora- 
landsnen 
ItGB dei 

Mangel 

afüichen 

i das 

gel an 



nicht XI' 
der Un 

Einricttl 
Wiseeaa 
stehend' 
hinweist 
Ausbild 
Fehlei 
Kennt 
Geb&u 

Di 

Aet ex indlichei 

Form u bandlui 

gen der I>ehien- 

den UTV dadurch 

ein UntcrTieutsmittel Descnutt wetaen, weunes uu J^'indringen 
in die Wissenschaft gleichzeitig belebt und vertieft. Dasselbe iat 
aber auch ein Forschungsmittel von groBscr Bedeutung. Denn 
in jenen gnindlegendea Schriften ruhten nicht nur die Keime, welche 
iniwischen sich entwickelt und Früchte getragen haben, sondern 
es ruhen in ihnen noch lahlloie andere Keime, die noch der Ent- 
wicklung harren, und dem in der Wiaaenschaft Arbeitenden und 
Forschenden bilden jene Schriften eine unerscböpfUche Fundgrube 
von Anregungen und fördernden Gedanken. 

Die Klassiker der exakten Wissenschaften soUeu 
ihrem Namen gemSsB die rationellen NaturwiEBenachaften, von der 
Mathematik bis lur Physiologie umfassen und werden Abhandlungen 
auBdenOebietenderMathematik,Aatronomie,PhyBik,Cheniie 
(einachliesslicb Krystallkunde) und Physiologie enthalten. 

Die allgemeine Redaktion führt von jeUl ab Professor 
Dr. Arthur von Oett.ingen (Leipzig.; die einzelnen Ausgaben 
werden durch hervorragende Vertreter der betreffenden Wissen- 
schaften beao^ werden. Die Leitung der einzelnen Abtheilungen 
übernahmen: fOr Astronomie Prof. Dr. Bruns (Leipiig), für Mathe- 
matik Prof. Dr. Wangerin (Halle], fOr Krysullkunde Prof. Dr. 
Oroth (München), für Pflanz enphysiologie Prof. Dr. W. Pfeffei 
(Leipzig), für Chemie Prof. Dr. W. Ost ■ ■ - ■ ■ 




Fhysics UW i 
Erschienen sind bis jetzt aus dem Gebiete der ^^ '' 

Mathematik: ^ '^ 

Nr. 5. C. F. Gaa8S, Flächentheorie. (1827.) Deutsch heransg. v. A. Wan- jj>S^I 
gerin. (62 8.) uT — .80. 

» 14. C. F. Gauss, Die 4 Beweise der Zerlegung ganzer algebr. Functio- 7 

neu etc. (1799—1849.) Heransg. v. E. Netto. Mit 1 Taf. (81 S.) ^^ 

uri.öo. (/ 

» 17. A. Brftvais, Abhandlungen über symmetr. Polyeder. (1849.) Übers. lY^f^l 
und in Gemeinschaft mit P. Grotb herausg. von C. IL E. Blas in 8. J^ * \ 
Mit 1 Taf. (60 S.) jä 1.—.' 

» 19. Üb. d. Anziehung homogener EUipsoide. Abhandlungen von LftplaC6 

(1782), lYory (1809), Ganss (1813), Chasles (1888) und Diriehlet 

(1839). Herausg. von A. Wangerln. (118 S.) UT 2.—. 
» 46. Abhandlungen über Yarlations - Rechnung. I. Theil: Abhand- 
lungen von Joh. Bernonlli (1696), Jae. Bernonlli (1697) und 

Leonhard Euler (1744). Herausgegeben von P. St ä ekel. Mit 
19 Textflguren. (144 S.) .#2.—. 

»47. II. Theil: Abhandlungen von Lsgrange (1762, 

1770), Legendre (1786) und Jacobi (1837). Herausgegeben von 
P. Stäckel. Mit 12 Textflguren. (110 S.) Uri.60. 

» 60. Jacob Steiner, Die geometr. Gonstructioneu, ausgeführt mitteist der 
geraden Linie und eines festen Kreises, als Lehrgegenstand auf 
höheren Unterrichts - Anstalten und zur praktischen Benutzung. 
(1833.) Herausgegeben von A. J. v. Gettingen. Mit 25 Text- 
flguren. (8öS.) uri.20. 

» 64. C. G. J. Jaeohi, über die vierfach periodischen Functionen zweier 
Variabeln, auf die sich die Theorie der Aberschen Transcenden- 
ten stützt. (1834.) Herausgegeben von H. Weber. Aus dem 
Lateinischen übersetzt von A. Witting. (40 S.) Ji --.70. 

» 65. Georg Bosenhain, Abhandlung über die Functionen zweier 
Variabler mit vier Perioden, welche die Inversen sind der ultra- - 
elliptischen Integrale erster Klasse. (1851.) Herausgegeben von 
H. Weber. Aus dem Französischen übersetzt von A. Witting. 
(94 S.) M 1.60. 

» 67. A. Göpel, Entwurf einer Theorie der Äberschen Transcendenteo 
erster Ordnung. (1847.J Herausgegeben von H. Weber. Aus dem 
Lateinischen übersetzt von A. Witting. (60 S.) M 1. — . 

» 71. N. H. Abel, Untersuchungen über die Reihe: 

. , m (m-m — l) , , m- (w— 1) • (m— 2) 

^ + T^+ 1 ■ 2 •^'+ 1.2.3 •^ + 

(1826.) Herausgegeben von A. W angerin. (46 S.) jU 1. — . 

» 73. Leonhard Euler, Zwei Abhandlungen über sphärische Trigono- 
metrie. Grundzüge der sphärischen Trigonometrie und allgemeine 
sphärische Trigonometrie. (1753 u. 1779.) Aus dem Französischen 
und Lateinischen übersetzt und herausgegeben von E. Hammer. 
Mit 6 Figuren im Text. (65 S.) M 1.—. 

» 77. C. G. J. Jacobi, Über die Bildung und die Eigenschaften der Deter- 
minanten. (De formatione et proprietatibus Determinantlum.) 
(1841.) Herausgegeben von P. Stäckel. ,(73 S.) Ji 1.20. 



Nr.78. J. G. G. JftCOM, Über die *Funotionaldetermiiianten. (De deter- 
mlnantibus functionalibna.) (1841.) Herausgegeben von P. S t ä ekel. 
(72 SO M 1.20. 

» 82. Jacob Steiner, Systematische Entwicklung der Abhängigkeit geo- 
metrischer Gestalten von einander, mit Berücksichtigung der Arbeiten 
alter und neuer Geometer über Porismen, Projections-Methodeu, 
Geometrie der Lage, Transyersaleu, Dualität und Reciprocität etc. 
(1832.) I. Theil. Herausgegeben von A. J. v. Oett Ingen. Mit 
2 Tafeln und 14 Fig. im Text. (126 S.) M 2.—. 

» 83. II. Theil. Herausgegeben von A. J. v. Oettingen. 

Mit 2 Tafeln und 2 Figuren im Text. (162 S.) M 2.40. 

» 90. A.Brayai8, Abhandlung über die Systeme von regelmässig auf einer 
Ebene oder im Raum verth^ilten Punkten. (1848.) Übers, u. heraus- 
gegeben von C. u. E. Blasius. Mit 2 Tafeln. (142 S.) M 2.—. 

»91. G. Lejenne Dirichlet, Untersuchungen über verschiedene An- 
wendungen der Inflnitesimalanalysis auf die Zahlentheorie. (1839 bis 
1840.) Deutsch herausgegeben vonB. Haussner. (128S.) USf2. — . 

» 98. LeonhardEnler, Drei Abhandlungen über Eartenprojeotion. (1777). 
Mit 9 Textflg. Herausg. von A. Wangerin. (78 S.) UT. 1.20. 

» 103. Joseph Louis Lagrange's Zusätze zu Euler's Elementen der Algebra. 
Unbestimmte Analysis. Aus dem Französischen übersetzt von 
A. J. von Oettingen, herausg. von H. Weber. (171 S.) UJf 2.60. 

»107. Jakob Bemonlli, Wahrscheinlichkeitsrechnung (Ars conjectandi). 
(1713.) I. u. II. Theil. Übersetzt und herausgegeben von 
R. Haussner. Mit 1 Figur im Text. (162S.) UJr2.Ö0. 

»108. III. u.IV. Theil mit dem Anhange: Brief an einen 

Freund über das Ballspiel (Jeu de Paume). Übersetzt und 
herausgegeben von R. Haussner. Mit 3 Fig. (172 S.) Uff 2.70. 
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[139] I. 

Aufgabe. Jemand setzt, nachdem er zwei Steine, 
einen schwarzen und einen weissen, in eine Urne 
gelegt hat, für drei Spieler A, B, C einen Preis aus 
unter der Bedingung, dass ihn derjenige erhalten 
soll, welcher zuerst den weissen Stein zieht; wenn 
aber keiner der drei Spieler den weissen Stein 
zieht, so erhält auch keiner den Preis. Zuerst 
zieht A und legt den gezogenen Stein wieder in 
die Urne, dann thut B als Zweiter das Gleiche, 
und schliesslich folgt C als Dritter. Welche Hoff- 
nungen haben die drei Spieler? 

Lösung. Offenbar ist diese Aufgabe nur ein besonderer 
FaU des bei Gelegenheit der verallgemeinerten Aufgabe XI in 
dem ersten Theile gelösten Problems, dessen Lösung auf Seite 37 
gegeben worden ist. Es wurden dort die Hoffnungen mehrerer 
Spieler bestimmt, welche mit gleicher oder ungleicher Anzahl 

1* 
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der von den einzelnen hintereinander zu thnenden Würfe ein 
Vorhaben zu erreichen suchen, und es wurde für die Hoffnung 
irgend eines Spielers die allgemeine Formel 



gefunden. In dem vorliegenden Falle hat nun der Buchstabe a 
(die Anzahl aller Fälle) den Werth 2 wegen der zwei Steine, 
c (die Anzahl der ungünstigen Fälle) den Werth 1 wegen des 
einen schwarzen Steines, n (die Anzahl der jedem Einzelnen 
zustehenden Spiele) den Werth 1 für alle drei Spieler und 
s (die Anzahl aller schon erledigten Spiele) für A den Werth 0, 
für B den Werth 1 und für den Werth 2. Die Formel 
liefert dann für die Hoffnungen von A, B, C bez. die Werthe 
^, \y ^. Folglich bleibt für den Veranstalter des Spieles 
die Hoffnung ^ übrig, dass er seinen ausgesetzten Preis zui'ück- 
erhält. 

[140] II. 

Aufgabe. Die Spielbedingungen bleiben dieselben 
wie bei der vorigen Aufgabe; nur verzichtet der Ver- 
anstalter des Spieles von vorn herein auf seine Ge- 
winnaussicht zu Gunsten der drei Spieler, welche 
den Preis unter sich theilen sollen, wenn keiner von 
ihnen den weissen Stein zieht. Welche Hoffnungen 
haben jetzt die. Spieler? 

Lösung. Da jetzt der ganze Anspruch auf den Preis 
den drei Spieleiii zusteht, so wird offenbar die Hoffnung jedes 
Spielers um ^ besser, d. h. um den dritten Theil der Hoff- 
nung, welche in der vorigen Aufgabe dem Veranstalter des Spieles 
zukam. Addirt man also ^ zu ^, -|, -J-? so erhält man für 
die jetzigen Hoffnungen von A^ B^ C die Werthe ^|, ^, ^^. 

III. 

Aufgabe. Sechs Personen A^ J5, C, i), E^ jF, be- 
theiligen sich an einem Glücksspiele, dessen Ver- 
anstalter den letzten Theilnehmern wohlwollender 
gesinnt ist, als den ersten: Zuerst sollen A und B 
allein mit einander spielen; derjenige von ihnen, 
welcher gewinnt, soll dann mit C spielen. Wer von 
diesen beiden Spielern gewinnt, soll mit D spielen, 
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und so fort bis zum letzten Spieler F, Der Gewinner 
des letzten Spieles erhält den ausgesetzten Preis. 
Vorausgesetzt wird dabei, dass in jedem einzelnen 
Spiele die beiden Theilnehmer gleiche Aussicht auf 
Gewinn haben. Wie gross sind die Hoffnungen der 
sechs Spieler? 

[141] Lösung. Der erste Spieler A kann den Preis nur 
dann bekommen, wenn er über die andern fünf Spieler siegt, 
d. h. wenn er fünfmal hintereinander gewinnt; dasselbe gilt für 
jB. Der dritte Spieler C kann nur dann den Preis bekommen, 
wenn er einen seiner Vorgänger A und B und die drei letzten 
Spieler besiegt, d. h. wenn er viermal hintereinander gewinnt ; 
D muss, um den Preis zu erhalten, einen seiner drei Vor- 
gänger und seine beiden Nachfolger besiegen, d. h. dreimal 
hintereinander gewinnen, und ähnlich für die übrigen Spieler. 
Die Aufgabe ist also ein besonderer Fall der allgemeineren, 
welche nach den Hoffnungen der Spieler fragte, wenn sie in 
einer bestimmten Anzahl von einzelnen Spielen irgend etwas 
bestimmt oft erreichen wollen. Die Lösung dieser allgemeineren 
Aufgabe habe ich bei der Aufgabe XH im ersten Theile (S. 47) 
gegeben ; nach dieser sind die Hoffnungen von A und B gleich 

— und die Hoffnungen von C, Z>, JS7, F bez. gleich — , -^, 

-T, — sind, wo a die Anzahl aller Fälle und b die Anzahl 

aller günstigen Fälle in jedem Spiele sind. Da nun ebenso- 
viele Fälle für Gewinn wie für Verlust in jedem Spiele vor- 
handen sein sollen, so ist a = 25, und folglich haben die 
sechs Spieler A bis F der Reihe nach die Hoffnungen ^\^, ^\j, 
tV? h i) \' -^^^ Ausnahme der beiden ersten Spieler, welche 
gleiche Hoffnungen haben, besitzt jeder folgende Spieler eine 
doppelt so grosse Hoffnung als der ihm vorangehende. Die 
Summe aller Hoffnungen aber ist, wie es sein muss, gleich 1, 
dem ausgesetzten Preise. 

IV. 

Aufgabe. Die sechs Personen spielen in der 
gleichen Weise, wie bei der vorigen Aufgabe, mit 
einander; in jedem einzelnen Spiele, mit Ausnahme 
des ersten, aber haben die beiden Theilnehmer nicht 
gleiche Gewinnaussichten, sondern jeder Spieler hat, 
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wenn er gegen seinen zweiten Gegner spielt, zwei- 
mal, wenn er gegen seinen dritten, bez. vierten 
Gegner spielt, viermal, bez. aebtmal soviele Fälle 
für Gewinn als für Verlust. Nur A und B spielen 
also anfangs mit gleichen Gewinnanssichten gegen 
einander. Erhalten auf diese Weise alle sechs 
Spieler gleiche Hoffnungen? 

[142] Lösung. Wegen der verschiedenen Gewinnaussichten 
bei den einzelnen Spielen gestaltet sich hier die Berechnung 
etwas verwickelter. Man benutzt am besten die am Schlüsse 
der Aufgabe XII im ersten Theile (S. 47) gegebene Regel 

b 6 h • " • 

und die dort abgeleitete Formel — ^ , wo die Buchstaben 

aag • • • 

^, e, Ä, . . . die Zahlen der günstigen Fälle und a^ d^ g^ . , . 
die aller möglichen Fälle bezeichnen; diese Formel giebt die 
Hoffnung eines Spielers, welcher eine bestimmte Anzahl auf- 
einanderfolgender Spiele gewinnen muss, wenn bei jedem Spiele 
die Zahl der ihm günstigen Fälle nicht die gleiche ist. Die 

schliessliche Hoffnung —.--.—... entsteht aber offenbar 

aag 

durch Multiplication der einzelnen Hoffnungen, welche der Spieler 
für das Gewinnen der einzelnen Spiele hat (vergl. Satz HI, 
Zusatz 1 des ersten Theiles). 

Um also eine methodische Lösung der vorliegenden Auf- 
gabe zu erhalten, muss man allmählich die Hoffnungen des 
ersten Spielers A bestimmen, wenn er erst B allein, dann 
B und C, dann drei, vier und schliesslich alle fünf Gegner 
besiegen will; alle diese Hoffnungen müssen bekannt sein, 
um die Hoffnungen der anderen Spieler berechnen zu können. 
Die Hoffnung des u4, über B zu siegen, ist gleich \\ will A 
über B und G siegen, so ist seine Hoffnung gleich | . |^ = -J ; 
will er über 5, C und D siegen, so ist seine Hoflftiung gleich 
^ . I . |. = :j.^, und wenn er über jB, (7, i>, E siegen will, 
so hat er die Hoffnung ^ . | • |^ . |^ = ^^^. Schliesslich findet 
man, dass die Hoffnung des A^ über alle seine Mitspieler zu 
siegen und also den Preis zu erhalten, gleich ist: 

Dieselben Zahlen geben die Hoffnungen, welche B hat, um 
über A^ über A und C, u. s. w. zu siegen. 

C muss mit einem seiner Vorgänger, A oder B spielen 
— welcher kurzweg mit P bezeichnet werde — und hat die 
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Hoffnung ^, ihn zu besiegen. Will C auch noch D, bez. J) 
und E besiegen, so hat er die Hoffnungen ^ . | = |, bez. 
I . I . I = ^. Und schliesslich , um P, D, E, F zu be- 
siegen und den Preis zu gewinnen, hat C die Hoffnung: 

[143] Muss D mit C spielen, so hat er die Hoffnung ^, 

über ihn zu siegen; muss er aber mit A oder B spielen^ so 

hat er nur die Gewinnhoffnung \. Nun hat aber von A^ B und 

C jeder dieselbe Hoffnung, nämlich ^, dass an ihn die Reihe 

kommt, mit D spielen zu müssen; daher kann D mit gleicher 

Wahrscheinlichkeit jeden der drei Spieler zum Gegner haben, 

und folglich ist (nach Satz III des ersten Theiles) seine Hoflbung, 

diesen vom Zufall ihm gegebenen Gegner zu besiegen, gleich 

1 . 1. 4- 2 .4 

^_- = W, Will D ausserdem noch seinen Nach- 

folger E besiegen, so hat er die Hoffnung \\ • | = |%, und 
wenn er auch noch F besiegen und den Preis gewinnen will, 
so hat er die Hoffnung 

H • f • 4 = 8%- 

In gleicher Weise kann man die Hoffiiungen von E und F 
berechnen; nur ist dabei zu beachten, dass sie beide nicht 
gleich leicht einen jeden ihrer Vorgänger zum Gegner er- 
halten können. Denn nach dem Vorhergehenden hat A die 
Hoffnung Vt = H» ^ ebenfalls yV = H, C' | = || und 
D \\j um hintereinander zu gewinnen, bis die Reihe des 
Spielens an E kommt. Es sind also je 12 Fälle vorhanden, 
in welchen E mit A oder B spielen muss, 10 Fälle, in 
welchen er C zum Gegner hat, und 1 1 Fälle, in welchen ihm 
D gegenübersteht. [144] Folglich ist (nach Satz III des ersten 
Theiles) die Hoffiiung des E^ den seiner Vorgänger, welchen 
ihm der Zufall entgegengestellt hat, zu besiegen, gleich 

24 . 4 -4- 10 . 4 4- 11 . 4 

^ .. ^ = A. Will £ auch noch den letz- 

45 *^ 

ten Spieler besiegen und den Preis gewinnen, so hat er die 

Hoffnung 

Um fortgesetzt zu gewinnen, bis die Reihe des Spielens 
an F kommt, haben die Spieler A bis E die Hoffnungen 
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t\\, t%, A = i^V, A\, T*3\; folglich hat F dafür, dass 
er gegen A, B, (7, Z>, ^ zu spielen hat, bez. 32, 32, 24, 
22, 25 Fälle. Daher ist seine Hoffnnng, den Preis zu er- 
halten, gleich 

64.3V+ 24-^+22 1 + 25. ^ _ ,,, 

135 -l¥^- 

Bringt^) man nun die für die sechs Spieler gefundenen 
Hoffnungen auf den gemeinsamen Nenner 34425, so ergiebt 
sich, dass sie sich verhalten wie 7680 : 7680 : 5440 : 4488 : 
4250 : 4887. Addirt man die sechs Hoffnungen zu einander, 
so erhält man 1, was die Richtigkeit der Methode und der 
Rechnung bestätigt. Die Gewinnhoffnungen für die sechs Spieler 
sind also nicht gleich. 

V. 

Aufgabe. A wettet gegen £, dass er aus 40 Spiel- 
karten, von denen je 10 von gleicher Farbe sind, 
vier verschiedenfarbige Karten ziehen wird. Wie 
verhalten sich die Hoffnungen Beider zu einander? 

Lösung. Die Lösung dieser Aufgabe haben wir schon in 
dem Anhange zu dem ersten Theile (Aufgabe HI, S. 70) ge- 
geben. Hier wollen wir zeigen, wie dieselbe mit Hülfe der 
Combinationslehre gelöst werden kann. 

Zu diesem Zwecke untersucht man, wie oft aus 40 Spiel- 
karten je vier gezogen werden können, d. h. wieviele Quater- 
nionen sich aus 40 Dingen bilden lassen. Diese Zahl ist (nach 

Kap. IV des zweiten Theiles) [145] gleich l^^\ = 91390, 

und ebensoviele gleich mögliche Fälle des Spieles sind vor- 
handen. Unter diesen befinden sich aber 10 000 Fälle, welche 
die Spielbedingung erfüllen und aus jeder Farbe eine und nur 
eine Karte liefern, was sich folgendermaassen zeigen lässt. 

Statt der vier Sorten von Kartenblättern nehme ich vier 
Würfel an, deren jeder 10 Flächen, entsprechend den 10 Karten 
jeder Farbe, besitzt. Dann sind mit diesen Würfeln ebenso- 
viele verschiedene Würfe möglich, als es Quaternionen von den 
40 Karten giebt, welche die gestellte Bedingung erfüllen; denn 
ebenso, wie von jeder Farbe nur eine Karte gezogen sein soll, 
zeigt bei jedem Wurfe jeder einzelne Würfel eine und nur 
eine Fläche oben. Aus der von Huygens der Aufgabe X des 
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ersten Theiles vorangeschickten Untersuchung lässt sich ent- 
nehmen, dass mit den vier gleichen Würfeln 10* = 10000 
Würfe möglich sind. 

Da nun ebensoviele Fälle für A günstig sind, während 

die übrigen 81390 Fälle für B günstig sind, so verhält sich 

die Hoffnung des A zu der des i^ wie 10000 zu 81390 oder 
wie 1000 zu 8139. 

VI. 

Aufgabe. In einer Urne befinden sich 12 Steine. 
4 weisse und 8 schwarze. A wettet gegen Bj dass 
er blindlings 7 Steine, von welchen 3 weisse sein 
sollen, herausziehen wird. Wie verhalten sich die 
Hoffnungen Beider zu einander? 

Lösung. Diese Aufgabe ist die vierte der von Huygeiis 
im Anhange zum ersten Theile (S. 71) gestellten Aufgaben; wir 
hatten ihre Lösung auf diesen Theil verschieben müssen, weil 
sich dieselbe ohne Hülfe der Combinationslehre nur schwer 
hätte geben lassen. 

Die Anzahl der hier möglichen Fälle ist offenbar gleich 
der Anzahl aller Combinationen von 12 Dingen zu der 7*®" 



man 



Classe, [146] d. i. gleich {^^\ = l^^\ = 792. Fragt 

nun weiter, wieviele dieser Fälle für A günstig und wieviele 
ungünstig sind, so kommt dies auf dasselbe hinaus, als wenn 
man fragt, in wie vielen dieser Combinationen zu der 7*®" Classe 
sich von 4 bezeichneten Dingen 3 beliebige, aber ohne das 
vierte finden lassen; die Lösung dieser Frage ist in Kap. IV 
des zweiten Theiles (S. 105) durch die allgemeine Formel: 



(m\ In — m\ 



gegeben, wo n die Anzahl der zu combinirenden Dinge, m die 
Zahl der bezeichneten Dinge und b die Anzahl der letzteren, 
welche in den Combinationen zu der c*®" Classe zusammen 
vorkommen sollen, bezeichnet. Setzt man also n = 12, c = 7, 

m = 4, J = 3, so erhält man l\ / | = 4 • 70 = 280 Fälle, 

in welchen A drei und nur drei weisse Steine zieht und mit- 
hin gewinnt. Die übrigen 512 Fälle sind für B günstig, und 
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folglich verhält sieh die Hoffnung des A zu der des B wie 
280 zu 512 oder wie 35:64. 

Hierbei ist zu beachten, dass A nur 3 weisse Steine — 
nicht mehr und nicht weniger — herausziehen soll. Wäre 
der Sinn der Aufgabe, dass A mindestens 3 weisse Steine 
herausnehmen soll, aber auch noch gewinnen würde, wenn er 
alle vier weissen Steine zieht, so ist die Anzahl der für A 
günstigen Fälle um die Zahl der Combinationen zu der 7*®° 
Classe grösser, in welchen alle vier weissen Steine vor- 
kommen. Setzt man in der obigen Formel /?i = 6 = 4, so 

findet man diese Zahl gleich 1 l = 56, und addirt man diese 

Zahl zu 280, so hat man jetzt 336 für A günstige und 456 
für B günstige Fälle. Folglich verhält sich bei dieser An- 
nahme die Hoffnung des A zu der des B wie 336 zu 456 
oder wie 14: 19. 

VII. 

Aufgabe. Beliebig viele Spieler A^ B^ C^ , , . heben 
von einem Haufen Spielkarten, von welchen eine 
durch ein Bild ausgezeichnet ist^ [147] während die 
anderen ohne Bilder (cartes blanches) sind, die Blätter 
der Reihe nach ab; derjenige Spieler hat gewonnen, 
welcher die ausgezeichnete Karte abhebt. A be- 
ginnt, dann folgt -B, auf diesen C und so fort bis 
zum letzten Spieler; nach diesem kommt die Reihe 
zu ziehen wieder an A und so fort bis zur Be- 
endigung des Spieles. Wie verhalten sich die Hoff- 
nungen der Spieltheilnehmer? 

Lösung. Offenbar sind ebenso viele Fälle überhaupt mög- 
lich, als Kartenblätter vorhanden sind, da die ausgezeichnete 
Karte sowohl an erster, als an zweiter, als an dritter, . . . 
Stelle liegen kann. Jeder Spieler hat daher ebenso viele 
günstige Fälle, als er Blätter aufheben kann. 

Wenn die Zahl der Karten ohne Rest durch die Zahl der 
Spieler getheilt werden kann, so erhalten alle Spieler die 
gleiche Anzahl Karten, und folglich sind die Hoffnungen 
aller gleich. Ist also a die Anzahl der Spieler und ma die 
der Karten, so erhält jeder Spieler m Karten, welche ihm 

7t% 1 

die Hoffnung = — geben; die Reihenfolge des Aufhebens 

ma a 

bringt in diesem Falle keinem Spieler einen Vortheil. 



Wahrscbeinlichkeitsrechnnng (Ars conjectandi). 11 

Wenn aber die Zahl der Karten nicht ohne Rest dnrch 
die Zahl der Spieler getheilt werden kann, so erhalten nicht 
alle Spieler dieselbe Anzahl Karten, und folglich sind auch 
ihre Hoffnungen nicht sämmtlich einander gleich. Ist jetzt 
die Anzahl der Karten gleich ma + b^ wo b<Ca ist, so ent- 
fallen anf jeden der ersten b Spieler m -{- 1 Karten und auf 
jeden der übrigen nur m Karten; es verhält sich also die 
Hoffnung eines der ersteren Spieler zu der Hoffnung eines 
der letzteren wie m + 1 zu m. Z. B.: Für a = 10, ma + b 
= 64 = 6 (10 + 4) verhält sich die Hoffnung eines der 
ersten vier Spieler zu der Hoffnung eines der letzten sechs 
wie 7 zu 6. 

[148] VIII, 

Aufgabe. Das Spiel geht in der gleichen Weise, 
wie bei der vorigen Aufgabe, vor sich. In dem 
Haufen Spielkarten befinden sich aber mehrere mit 
Bildern bezeichnete Blätter, und derjenige Spieler 
hat gewonnen, welcher die erste mit einem Bilde 
bezeichnete Karte zieht. Wie verhalten sich die 
Hoffnungen der Spieler zu einander? 

Lösung. Hier sind die Hoffnungen der Spieler nicht 
einander gleich, sondern jeder vorhergehende Spieler hat 
bessere Gewinnaussicht als irgend einer seiner Nachfolger — 
gleichgültig ob die Zahl der Karten ohne Rest durch die 
Anzahl der Spieler getheilt werden kann oder nicht — und 
zwar aus dem Grunde, weil die erste bezeichnete Karte, 
welche allein den Sieg verleiht, leichter an erster als an 
zweiter Stelle und wieder leichter an zweiter als an dritter 
Stelle u. s. w. liegen kann. Denn je weiter vorn diese erste 
Karte liegt, um so mehr Plätze sind für die andern bezeich- 
neten Karten hinter ihr übrig. Da das Verfahren immer das 
gleiche bleibt, so woUen wir annehmen, dass unter 12 Karten 
sich 4 mit Bildern versehene befinden. 

Liegt die erste Bildkarte an erster Stelle, so bleiben für 
die drei andern Bildkarten 11 Plätze, da nun diese drei 
Karten an beliebigen drei von diesen elf Plätzen liegen 
können, so entstehen ebensoviele Fälle als es Ternionen von 

11 Dingen giebt, also j j == 165. Wenn die erste Bildkarte 

an zweiter Stelle liegt, so nehmen die drei andern drei 
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beliebige von den 10 übrigen Plätzen ein; hieraus ergeben 
sich ebensoviele Fälle, als es Ternionen von 10 Dingen giebt, 

also ( I = 120. Nimmt die erste Bildkarte die dritte Stelle 

ein, so bleiben für die übrigen noch 9 Plätze übrig, woraus 

sich I j = 84 Fälle ergeben. So fährt man fort und erhält 

die Zahlen der folgenden Tafel, deren erste Zeile die Reihen- 
folge angiebt, in welcher drei Spieler -4, jB, C abwechselnd 
ziehen, deren zweite Zeile den Platz der ersten ausgezeich- 
neten Karte und deren dritte Zeile die Zahl der Fälle an- 
giebt, welche dem darüberstehenden Platze dieser ersten Karte 
entsprechen. [149] Diese Fälle sind durch die Ternionen von 
11, 10, 9 . . . Dingen bestimmt; sie würden durch die Binionen, 
bez. Unionen dieser Dinge bestimmt sein, wenn nur 3, bez. 
2 Bildkarten vorhanden wären. 

Reihenfolge der Spieler: A. B, C. A. B, C. A.B.C.A.B, C. 

Platz der ersten Bildkarte: 1 2 3456 789101112 
Anzahl der FäUe: 165 120 84 56 35 20 10 4 10 

Alle diese Fälle aber können gleich leicht eintreten, und 
ihre Summe ist gleich der Anzahl der Quatemionen von 12 

Dingen: j j = 495. Jeder dieser Fälle schliesst eine sehr 

grosse Anzahl von anderen, secundären Fällen in sich, welche 
durch Umstellung der vier bezeichneten Blätter und der acht 
nicht bezeichneten unter sich entstehen. Jeder dieser secun- 
dären Fälle kann ebenso leicht wie der primäre Fall ein- 
treten, und zu jedem der letzteren Fälle gehören gleich viele 
secundäre, nämlich (nach Kapitel I des zweiten Theiles) 
1.2.3.4Xl-2-3-4.5.6-7.8 = 24- 40320 = 967680 
Fälle. Die Zahlen der dritten Zeile der obigen Tafel würden 
daher mit dieser Zahl zu multipliciren sein, um alle Fälle zu 
erhalten; bei der Bestimmung der Hoffnungen von -4, -B, C 
aber können Zähler und Nenner durch diese Zahl gekürzt 
werden, und folglich können (nach Satz DI, Zusatz 2 des 
ersten Theiles) die obigen Zahlen der Fälle ohne weiteres 
benutzt werden. 

Um nun die Hoffnungen der drei Spieler zu finden, hat 
man zunächst die jedem Spieler zugeordneten Zahlen der Fälle 
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zu addiren, nm die ihm günstigen Fälle zu finden; es sind 
also günstig füi- A: 165 4-56 + 10 = 231 FäUe, für B: 
120 + 35 + 4 = 159 Fälle und für C7: 84 + 20 + 1 = 105 
Fälle. Daher verhalten sich die Hoffnungen der drei Spieler 
zu einander wie 231 : 159 : 105 = 77 : 53 : 35. 

Wie noch bemerkt sein mag^ ist diese Aufgabe identisch 
mit der zweiten Huyffens^Bchen Aufgabe im Anhange zum 
ersten Theile (8. 63); statt der Steine sind hier nur Spiel- 
karten genommen. Auf welche Weise die Lösung jener Auf- 
gabe, anders als früher, mit Hülfe der Combinationslehre ge- 
funden werden kann, haben wir soeben gezeigt. Verwickelter 
als diese ist die folgende Aufgabe. 

[160] IX. 

Aufgabe. Die Anordnung des Spieles bleibt die 
gleiche wie bei der vorigen Aufgabe. Die Spieler 
sind aber dahin übereingekommen, dass derjenige 
gewinnt, welcher die meisten Bildkarten zieht. 
Wenn zwei oder mehr Spieler die gleiche Anzahl 
Bildkarten ziehen, so sollen sie den Einsatz gleich- 
massig unter sich theilen, während alle übrigen 
Spieler, welche eine kleinere Anzahl Bildkarten 
ziehen, nichts erhalten. Wie verhalten sich die 
Hoffnungen der einzelnen Spieler zu einander? 

Lösung. Wenn die Anzahl der Karten ein genaues Viel- 
fache der Anzahl der Spieler ist, so bedarf es keiner beson- 
deren Bestimmung der verschiedenen Fälle; ohne jede Rech- 
nung vielmehr ist klar, dass — wie gross auch jede von 
beiden Zahlen und die Zahl der Bildkarten sein mag — die 
Hoffnungen der einzelnen Spieler gleich sein müssen. Da 
nämlich jedem derselben die gleiche Anzahl Karten zufällt, 
und da jede Bildkarte an einer beliebigen Stelle liegen kann, 
so ist kein Grund vorhanden, warum ein Spieler mehr oder 
weniger Bildkarten als ein anderer von vornherein erwarten 
sollte. 

Wenn aber die Anzahl der Karten kein genaues Vielfache 
der Anzahl der Spieler ist, oder auch wenn nicht allen Spielern 
die gleiche Ajizahl Karten zu ziehen gestattet ist (wobei die 
Karten entweder abwechselnd von den einzelnen Spielern oder 
in der jedem Spieler zugestandenen Anzahl auf einmal von diesem 
gezogen werden können, da die Reihenfolge hier nicht von 
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Einfluss ist), so sind ihre Hoffnungen sicher einander nicht 
gleich und nm so schwieriger zn ermitteln, je grösser die Zahl 
sowohl der Spieler als auch der Bildkarten ist. 

Sind nur zwei Bildkarten vorhanden, so verhalten sich 
für beliebig viele Spieltheilnehmer ihre Hoffnungen wie die 
Zahlen der Karten, welche jeder einzelne ziehen darf (also 
genau wie in der Aufgabe VH, wo nur eine bezeichnete 
Karte vorhanden war). Es mag a die Anzahl aller Karten 
bezeichnen, von welchen der erste Spieler 5, der zweite c, 
der dritte d Karten ziehen darf. Dann ist zu bedenken, dass 
unter den b Karten des ersten Spielers [151] sich keine, 
eine oder beide Bildkarten befinden können. Ist nur eine 
Bildkarte darunter, so kann sie den ersten oder zweiten 
oder dritten . . . Platz unter diesen h Karten einnehmen, 
während die andere Bildkarte an jeder beliebigen der 
übrigen a — b Stellen liegen kann; dies giebt also b[a — b) 
Fälle. Kommen beide Bildkarten unter den Karten des 
ersten Spielers vor, so nehmen diese entweder den 1. und 
2. oder den l. und 3. oder den 2. und 3. ... Platz 
ein; daraus ergeben sich so viele verschiedene Fälle, als es 

Binionen von b Dingen giebt, nämlich (o)== — 5 — ' -^^^ 

dem gleichen Grunde ist die Anzahl aller möglichen Fälle 
gleich der Anzahl der Binionen aus allen a Karten, d. i. 

gleich (ft)= — j: — j wohlverstanden mit Vernachlässigung 

der secundären Fälle, welche sich durch blosse Vertauschung 
der beiden Bildkarten unter sich und der nicht bezeich- 
neten unter sich ergeben, da zu allen primären Fällen die 
gleiche Anzahl secundärer Fälle gehören. Dies ist auch 
weiter unten, bei der folgenden Aufgabe und ähnlichen an- 
deren Beispielen immer zu beachten, wenn es auch nicht aus- 
drücklich hervorgehoben wii-d. Nun erhält der erste Spieler 
laut der getroffenen Uebereinkunft den halben Spieleinsatz, 
wenn er eine Bildkarte gezogen hat, und den ganzen Ein- 
satz, wenn ihm beide Bildkarten zugefallen sind. Er hat 

mithin ab — b^ Fälle für \, ——- Fälle für 1 und die 

übrigen Fälle, welche die Summe der beiden vorhergehenden 

Arten von Fällen zu — - — ergänzen, für nichts. Daher ist 
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seine Hoffiiimg gleich — t-t^ — ^ = -' -^^^ 

gleiche Weise findet man für die Hoffnungen der beiden 

andern Spieler, welchen c und d Karten zu ziehen gestattet 

c d 

sind, die Werthe — und — • Die Hoffnungen der drei Spieler 

a a 

verhalten sich also wie b : c : dy d. h. wie die Zahlen der 

Karten, welche ihnen zu ziehen gestattet sind. 

Von diesem Falle abgesehen, wird die Rechnung ermüden- 
der und langweiliger, besonders bei einer grösseren Anzahl 
von Bildkarten und von Spielern, wo die vielfache Mannig- 
faltigkeit von Combinationen nur schwer unter eine allgemeine 
Regel gebracht werden kann. Das Verfahren ist indessen 
immer dasselbe und besteht darin, dass man zunächst er- 
forscht, in wie verschiedenartiger Weise die Bildkarten unter 
die Spieler vertheilt sein können, d. h. auf wieviele mög- 
lichen Arten die Zahl der Bildkarten in soviele Sum- 
manden, als es Spieler sind, [152] zerlegt werden kann, 
wobei kein Summand grösser sein darf, als die dem betreffen- 
den Spieler zustehende Zahl von Karten. (Dies lässt sich 
etwa in der Weise bewirken, welche wir fiHher [erster Theil, 
S. 2 1]) benutzt haben, um zu bestimmen, mit wievielen Würfen 
eine bestimmte Anzahl Augen mit einer gegebenen Zahl von 
Würfeln geworfen werden kann; nur muss hier auch die Null 
als Summand zugelassen werden, da es stets möglich ist, dass 
der eine oder der andere Spieler keine der Bildkarten er- 
hält.) Darauf hat man die Anzahl der Fälle zu bestimmen, 
welche jeder einzelnen Zerlegung entsprechen; diese Zahl ist 
gleich dem Producte der Combinationszahlen von so vielen 
Dingen, als jeder Spieler Karten hat, zu der Classe, welche mit 
der Zahl der darunter enthaltenen Bildkarten übereinstimmt. 
Wenn z. B. von 40 Karten, unter denen 10 mit Bildern 
versehene sind, einer der Spieler 16, ein zweiter 10, ein 
dritter 8 und der vierte 6 Karten gezogen hat, und man 
fragt, in wievielen Fällen der erste 4, der zweite und dritte 
je 3, der vierte Spieler Bildkarten unter den seinigen 
haben kann, so hat man das Product der Anzahl der Qua- 
ternionen von 1 6 Dingen, der Ternionen von 1 0, bez. 8 Dingen 

und der Nullion von 6 Dingen zu bilden, was (^llqlloll/v) 
=±: 1820 . 120 • 56 • 1 = 12 230 400 Fälle ergiebt. 
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Da aber bei der Lösung einer bestimmten Aufgabe sich 
zuweilen die Rechnung bedeutend abkürzen lässt, so ist es 
am zweckmässigsten, das ganze Verfahren an einem speciellen 
Beispiele zu erläutern. Es sollen 20 Karten, von denen 10 
mit Bildern versehen sind, abwechselnd unter drei Spieler Aj 
B, C vertheilt werden, sodass also der erste und zweite 
Spieler je 7, der dritte aber nur 6 Kartenblätter erhält; 
welche Gewinnhoffnungen haben die drei Spieler? — Unter 
den 7 Karten des A können sich 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 oder 
7 Bildkarten befinden; A muss unbedingt verlieren, wenn er 
nur , 1,2 oder 3 Bildkarten unter den seinigen hat , da 
dann einer der beiden andern Spieler mehr als 3 Bildkarten 
haben und mithin nach der getroffenen üebereinkunft ge- 
winnen muss. Deshalb kann man sich ersparen, auf die 
Zahl dieser Fälle näher einzugehen, und sofort annehmen, dass 
A vier Bildkarten zieht; dann können einem der beiden andern 
Spieler 6, 5 oder weniger mit Bildern bezeichnete Karten zu- 
fallen. Da aber A verliert, sobald einem seiner Mitspieler 
6 oder 5 Bildkarten zufallen, so kann man auch diese beiden 
Fälle übergehen und sogleich die Fälle erledigen, dass B 4 
und C 2 oder B 2 und C 4 oder schliesslich B 3 und C 3 
Bildkarten erhält. Die beiden ersteren Fälle lassen A den 
halben Einsatz gewinnen, [163] während der letzte Fall ihm 
den ganzen Einsatz einbringt 2). Nach der im vorigen Abschnitte 
gegebenen Regel giebt es 18375, 11025 und 24500 FäUe, 
welche den drei Spielern A, B, O bez. 4, 4, 2; 4, 2, 4 und 
4, 3, 3 Bildkarten zufallen lassen. Ferner muss man an- 
nehmen, dass dem Spieler A 5 und entweder B allein 5, 
C oder jB 0, C 5 Bildkarten zufallen; diese Möglichkeiten 
können in 441, bez. 126 Fällen eintreten und in allen 
diesen 567 Fällen erhält A nur den halben Einsatz. Ebenso 
könnte man auch die Anzahl der Fälle berechnen, in welchen 
A 5 Bildkarten erhält, während dem einen seiner Mitspieler 
4 und dem andern 1 oder dem einen 3 und dem andern 
2 derartige Karten zukommen; man kann aber schneller zum 
Ziele gelangen, ohne so weit in das Einzelne gehen zu 
müssen. Man kann nämlich an SteUe von B und C einen 
Spieler annehmen, welcher 13 Karten — soviel als B und 
C zusammen — ziehen darf und 5 mit Bildern bezeichnete 

darunter erhält; es ergeben sich dann ||l|= 27027 

Fälle, in welchen A 5 und B und zusammen 5 Bildkarten 
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erhalten. Von diesen sind aber die 567 Fälle zu subtrahiren, 
in welchen B allein oder C allein die 5 übrigen Bildkarten 
erhält; es bleiben also 26 460 Fälle, in welchen A mehr 
Bildkarten hat als einer seiirer Mitspieler und folglich den 
ganzen Einsatz gewinnt. Wenn A schliesslich 6 oder 7 Bild- 
karten erhält, so gewinnt er unbedingt, da er dann schon 
mehr als die Hälfte der mit Bildern bezeichneten Karten hat. 
Deshalb kann man wieder die specielle Vertheilung der übrigen 
4 oder 3 Bildkarten unter B und C vernachlässigen und an- 
nehmen, dass einem Spieler, welcher 13 Karten ziehen darf, 4, 
bez. 3 mit Bildern bezeichnete zufallen; daraus ergeben sich 
5005, bez. 286 Fälle, in welchen A den vollen Einsatz ge- 
winnt. In der folgenden Tafel sind die Gewinnaussichten des 
A zusammengestellt. 

[164] 



Anzahl aller Karten: 


ABC 

7 7 6 


Fälle 


für 


Anzahl der 
Bildkarten: 


4 4 2 
4 2 4 

4 3 3 

5 5 
5 5 

5 5 

6 4 

7 3 


18375 

11025 

24500 

441 

126 

26460 

5005 

286 


\ 
1 

1 
1 

1 



Addirt man hierauf die Zahlen aller Fälle , welche den Spieler 
A den ganzen Einsatz gewinnen lassen, und dann die Zahlen 
aller Fälle, welche ihm den halben Einsatz gewähren, so er- 
hält man 56251 Fälle für 1 und 29 967 FäUe für f Die 
Anzahl aller Fälle, welche für die 10 bezeichneten Karten 

/20\ 
unter allen 20 Karten möglich sind, ist gleich (1 = 184756. 

Folglich ergiebt sich für A die Gewinnhoffnung MMfl'» ^ 
hat dieselbe Gewinnhoffnung, da ihm ebenfalls 7 von allen 
20 Karten zukommen. Für O bleibt mithin die Gewinnhoff- 
nung ^^^VVW ^^^?> welche auch direct, auf gleiche Weise 
hätte ausgerechnet werden können. Die Hoffnungen der beiden 
ersten Spieler verhalten sich daher zu der des letzten wie 

Ostwald's Klassiker. 108. 2 
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142 469 zu 84 574; dieses Verhältniss ist viel grösser als 7 
zu 6, d. i, als das Verhältniss der den Spielern zufallenden 
Karten. 

X. 

Aufgabe. Vier Spieler A, i?, C, D spielen unter 
denselben Bedingungen, wie in der vorigen Auf- 
gabe, indem sie abwechselnd aus einem Haufen von 
36 Karten, unter denen 16 mit Bildern bezeichnete 
sind, je eine Karte ziehen. Nachdem 23 Karten ge- 
zogen sind, hat A vier, B drei, C zwei Bildkarten 
und D nur eine Bildkarte erhalten, sodass also noch 
13 Karten, worunter 6 mit Bildern bezeichnete, vor- 
handen sind. Der vierte Spieler i>, welcher die 
nächste Karte zu ziehen hat, [1551 sieht, dass für 
ihn fast jede Aussicht auf Gewinn dahin ist, und 
will sein Anrecht irgend einem Andern verkaufen. 
Welcher Preis ist angemessen und welche Hoffnungen 
haben in diesem Augenblicke die einzelnen Spieler? 

Lösung. Die Aufgabe unterscheidet sich von der vorher- 
gehenden nur dadurch, dass die Spieler bereits eine Zeit lang 
das Spiel betrieben haben. Da nach der Annahme noch 
13 Karten übrig sind und D am Zuge ist, so fallen auf D 
noch 4, auf jeden der drei andern Spieler noch 3 Karten; es 
kann also D höchstens noch 4 und jeder der andern Spieler 
höchstens noch 3 Bildkarten erhalten. Dies ist im Auge zu 
behalten, wenn man alle möglichen Arten, wie die noch 
übrigen 6 Bildkarten unter die vier Spieler vertheilt sein 
können, ermitteln und die zugehörige Anzahl der Fälle be- 
stimmen will, was genau so wie bei der vorigen Aufgabe 
geschieht. Die Zahlen,, welche die Vertheilung der noch üb- 
rigen 6 Bildkarten unter die vier Spieler Z>, -4, i^, C angeben, 
hat man noch bez. um die Zahlen 1, 4, 3, 2 (d. h. um die 
Zahl der Bildkarten, welche jeder der Spieler besitzt, ehe 1) 
'sein Anrecht verkauft) zu vergrössern, um die Vertheilungs- 
arten aller 16 Bildkarten, von welchen die Grösse des den 
einzelnen Spielern zufallenden Gewinnantheiles abhängt, zu 
erhalten. 

Addirt man hierauf alle Fälle, welche einem der Spieler 
den vollen Einsatz bringen, dann die Fälle, welche ihn den 
halben, den dritten und den vierten Theil des Einsatzes 
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gewinnen lassen, so erhält man für die vier Spieler die folgen- 
den Zahlen 3): 



■ 


Anzahl der Fälle, welche 


den Spielern 


A 


B 


C 


D 


von dem Einsätze 










zukommen lassen: 










1 


1035 


188 


22 


12 


i 


399 


342 


66 


21 


i 


9 


9 


9 





i 


36 


36 


36 


36 





237 


1141 


1583 


1647 


Snmme aller Fälle : 


1716 


1716 


1716 


1716 



[156] Die Anzahl aller möglichen Fälle ist 



CeV 



1716. 



Folglich erhält man (nach Satz Hl nebst Znsätzen des ersten 
Theiles) für die gesuchten Gewinnhofifnungen der vier Spieler 
Aj B^ C, D in dem Augenblicke, ehe D sein Anrecht ver- 
kauft, die Werthe 

HMj /i*Ä? ^%> tItu 
sodass sich die Hoffnungen zu einander verhalten wie 

2493:742:134:63. 

Der von D für sein Anrecht zu fordernde Preis ist daher 
tIH ^^^ ganzen Spieleinsatzes. 

Anmerkung. Wäre die Anzahl der noch übrigen Karten 
nicht so gering und also, die Zahl der Fälle nicht so leicht 
aufzufinden gewesen, so hätte man mit Vortheil das bei der 
vorigen Aufgabe benutzte abkürzende Verfahren anwenden 
können; besonders empfiehlt sich dies, wenn nur die Hoff- 
nung des D zu bestimmen gewesen wäre. Dann hätte man 
nämlich alle Vertheilungsarten der noch übrigen 6 bezeichne- 
ten Karten, bei welchen D nicht mehr als 2, also im ganzen 
(mit Einschluss der einen Bildkarte, welche er schon hat) nicht 
mehr als 3 Bildkarten erhält, übergehen können und von den 
übrigen nur die zu betrachten brauchen, welche keinem der 
andern Spieler mehr Karten als D zukommen lassen; denn in 
allen Riesen Fällen geht D des ganzen Einsatzes verlustig. 
Es ergeben sich somit die folgenden Fälle: 

2* 
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[157] 



Vertheilung der 
6 Bildkarten unter 

DABO 


Anzahl 

der 

Fälle 


Vertheilung aller 
16 Bildkarten unter 

DA B C 


D 

zufallender 

Gewinn- 

antheil 


3 12 

4 2 
4 2 
4 110 
4 10 1 
4 11 


36 
3 
3 
9 
9 
9 


4 4 4 4 

5 4 5 2 
5 4 3 4 
5 5 4 2 
5 5 3 3 
5 4 4 3 


1 

i 

1 



Schliesslich sei noch bemerkt, dass die Aufgabe ganz die- 
selbe ist, wenn man statt der Spielkarten Steine, Papierstreifen 
oder ähnliche Dinge, von denen einige bezeichnet sind und 
die übrigen nicht, in einem Kästchen oder in einer Urne ver- 
birgt und von beliebig vielen Spielern daraus jeden eine be- 
stimmte Anzahl, entweder auf einmal oder abwechselnd mit 
den anderen Spielern, ziehen lässt; wer am meisten bezeich- 
nete Dinge gezogen hat, soll Sieger sein und den vollen Ein- 
satz erhalten. Die Art der Berechnung ist immer dieselbe, 
und es thut auch nichts zur Sache, ob die Dinge abwechselnd 
von den einzelnen Spielern genommen werden oder nicht. 



[158] XI. 

Aufgabe. Jemand will mit einem gewöhnlichen 
Würfel auf 6 Würfe erreichen, dass alle sechs Wür- 
felflächen nach oben zu liegen kommen; es soll also 
jede Augenzahl einmal und keine zweimal erschei- 
nen. Wie gross ist seine Hoffnung? 

Lösung. Für jeden Wui-f sind entsprechend den 6 Flächen 
des Würfels 6 Fälle möglich. Keiner dieser Fälle ist für den 
Spieler bei dem ersten Wurfe ungünstig. Bei dem zweiten 
Wurfe darf die mit dem ersten Wurfe erreichte Augenzahl 
nicht wiederkehren; es sind also dem Spieler noch 5 Fälle 
günstig. Bei dem dritten Wurfe schaden ihm die Augenzahlen 
der beiden vorigen Würfe, und es sind nur die übrigen vier noch 
günstig. Ebenso findet man, dass der Spieler beim vierten, 
fünften, sechsten Wurfe bez. noch 3, 2, 1 günstige Fälle hat. 
Die Aufgabe kommt also darauf hinaus, die Hoffnung eines 
Spielers zu bestimmen, welcher sechsmal hintereinander: etwas 
erreichen will, wenn bei jedem einzelnen Male 6 Fälle über- 
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haupt vorBanden sind, von denen ihm beim ersten Male 6, 
beim zweiten Male 5, u. s. w. günstig sind. Dafür ist (am 
Schlüsse der Aufgabe XII des ersten Theiles, Seite 47) all- 

gemein der Ausdruck -— = — '-^ gefunden worden; hier haben 

aäff . . . 

4, e, Ä, . . . bez. die Werthe 6, 5, 4, . . ., und ö, ö^, ^, . . . 

sämmtlich den Werth 6. Daraus folgt für die gesuchte Hoff- 

6.5.4.3.2.1 5 

nung: -, = ^. 



xn. 

Aufgabe. Jemand will mit 6 Würfen die 6 Flächen 
eines Würfels der Reihe nach werfen, sodass er mit 
dem ersten Wurfe ein Auge, mit dem zweiten zwei 
Augen, u. s. w. erzielt. Wie gross ist seine Hoffnung? 

Lösung. Da die sechs Flächen der Reihe nach obenauf 
zu liegen kommen sollen, so hat der Spieler bei jedem ein- 
zelnen Wurf nur einen ihm günstigen Fall. Hier haben also 
die Buchstaben 5, e, A, . . . sämmtlich den Werth 1, und die 

gesuchte Hoffnung ist gleich ^ = -jgg^ • 

[159] XIII. 

Aufgabe. Drei Spieler A, B, C, von welchen jeder 
die Zahlen 1 bis 6 vor sich hingeschrieben hat, 
spielen abwechselnd mit einem Würfel unter der 
Bedingung, dass jeder die von ihm geworfene 
Augenzahl aus seinen hingeschriebenen Zahlen 
streicht; ist die geworfene Zahl aber schon ge- 
strichen, so setzt der nächstfolgende das Spiel fort,- 
bis einer der Spieler zuerst alle sechs Zahlen ge- 
strichen hat. Nachdem das Spiel eine Zeit lang be- 
trieben ist, hat A noch 2, B noch 4 und C noch 3 
Zahlen nicht gestrichen; an A ist die Reihe zu 
würfeln. Wie gross sind die Hoffnungen der drei 
Spieler? 

Lösung. Diese Aufgabe fordert zu ihrer Lösung mehr 
Mühe und Geduld, als Scharfsinn; denn wegen der grossen 
Mi^nnigfaltigkeit der Fälle wachsen die Zahlen in das Unge- 
heuerliche. Ich weiss keinen besseren Ausweg, das Verfaihren 
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abzukürzen, als von den sich bei jedem Wurfe ändernden 
Hoffnungen der Spieler nur die zu bestimmen, welche -4, B 
und C nach je 3 Würfen haben, wenn die Reihe zu spielen 
wieder an A ist. Zu dem Zwecke ist zu bedenken, dass, 
wenn jeder der Spieler einen Wurf thut, entweder kein oder 
ein oder zwei oder alle drei Spieler eine ihrer noch nicht 
gestrichenen Zahlen werfen. In wievielen Fällen aber jede 
dieser Möglichkeiten eintreten kann, lässt sich mit Hülfe der 
am Schlüsse von der Aufgabe XH des ersten Theiles ge- 
gebenen Regel ermitteln, in welcher an Stelle von 6, e, ä die 
Anzahl der von den Spielern -4, 5, C noch nicht gestrichenen 
Zahlen, an Stelle von c, y, i die Anzahl der bereits aus- 
gestrichenen und i + c = <?+jr=Ä-f-« = a = 6 zu setzen 
ist. Nach dieser Regel ist die Anzahl aller Fälle, in welchen 
keiner der Spieler eine Zahl streichen kann, gleich cfi, und 
die Anzahl aller Fälle, in welchen A allein eine Zahl streichen 
kann, gleich hfi^ und so fort, wie in der folgenden Tafel an- 
gegeben ist. 

[160] Die Anzahl der Fälle, in welchen eine Zahl ge- 
strichen werden kann von 

Keinem. A, B. C, A.SfR A,8fC. B.SfC, A.,B,Sfa 

ist gleich: cfi bfi cei cfh hei ^fh' ceh beh. 

Die Zahl aller Fälle aber ist a^ = 6^ = 216, und da die 
Fälle, in welchen die Hoffnungen der Spieler unverändert 
bleiben (nach Satz IH, Zusatz 4 im ersten Theile), nicht be- 
rücksichtigt zu werden brauchen, so ist die Zahl aller andern 
Fälle gleich a^ — cfi. 

Nun berechnet man die Hoffnungen der Spieler für alle 
Fälle, welche eintreten könnten, wenn das Spiel bis zum Ende 
fortgesetzt würde. Hierbei muss man mit dem einfachsten 
Falle beginnen und zu allen folgenden in der unten ange- 
gebenen Ordnung fortschreiten, bis man schliesslich zu dem 
in der Aufgabe angenommenen Falle kommt. Die Hoffnungen 
für irgend einen Fall lassen sich nur finden, wenn die Hoff- 
nungen für alle vorhergehenden Fälle bereits gefunden sind. 
Die Reihenfolge der Fälle ist (die drei Zahlen jeder Columne 
gehören zusammen): 

2,2,2, 
4,4,4, 
1,2,3. 



A 


1,1,1 


1,1,1 


1,1,1 


1,1,1 


2,2,2 


2,2,2 


2,2,2 


B 


1,1,1 


2,2,2 


3,3,3 


4,4,4 


1,1,1 


2,2,2 


3,3,3 


C 


1,2,3 


1,2,3 


1,2,3 


1,2,3 


1,2,3 


1,2,3 


1,2,3 
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Im ersten Falle, in welchem jeder der Spieler noch eine 
Zahl nicht gestrichen hat, haben die Zahlen 5, e^ li den 
Werth 1 und c, y, % den Werth 5. Nun gewinnt A^ wenn 
er allein oder mit einem der andern oder mit den beiden 
andern Spielern bei den nächsten drei Würfen die letzte Zahl 
streichen kann; B aber kann nur gewinnen, wenn er allein 
oder mit C dies thun kann, und C kann nur gewinnen, wenn 
er allein seine Zahl streichen kann. Daraus ergeben sich die 
Hoffnungen : 

ifjj^hei+bfh + beh _ ah _ 36 

cei'\-ceh ace 30 

a^ — cfi d^ — cfi 91 ' 

ar — cji 91 

Dann nimmt man an, dass sowohl A^ als £ noch eine 
Zahl, O aber zwei Zahlen nicht, gestrichen hat; hier ist 
Ä = 2 , i = 4 zu setzen. Bei den nächsten drei Würfen 
können nun dieselben Möglichkeiten eintreten, wie bei der 
vorigen Annahme; der einzige Unterschied liegt darin, dass, 
wenn C allein eine Zahl streichen kann, alle drei Spieler die 
eben berechneten Hoffnungen erlangen. Folglich ergeben sich 
j etzt die Hoffnungen : [1 6 1 1 

a^6.1 + ^/A>M _ 36>l + 50.|f _2538 

a^^cfi 116 ""5278 ' 

ace- l + g/A-lf _ 30»l + 50-f^ _2115 

a'^cfi ~ 116 * ""5278 ' 

cfh . I I _ 50 . If _ 625 
a?^cfi~ 116 ""5278 

In gleicher Weise kann man fortfahren und für die übrigen 
oben angegebenen Fälle die Hoffnungen «berechnen, bis man 
schliesslich zu dem in der Aufgabe angenommenen Falle 
kommt. Die vollständige Ausrechnung überlassen wir aber 
Leuten, welche Zeit reichlich übrig haben; wir, bei denen 
das Gegentheil der Fall ist, eilen zu Anderem zu kommen. 
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XIV. 

Aufgabe. Zwei Spieler A und B kommen mit 
einander überein, dass jeder soviele Würfe thun 
soll, als ein auf das Würfelbrett geworfener Würfel 
Augen zeigt, und dass derjenige gewinnen soll, wel- 
cher insgesammt die meisten Augen geworfen hat; 
wenn sie aber dieselbe Zahl von Augen werfen, so 
soll der Einsatz gleichmässig unter sie getheilt wer- 
den. Sofort nach getroffenem üebereinkommen wird 
aber B des Spieles überdrüssig und will statt des 
ungewissen Ergebnisses lieber eine bestimmte An- 
zahl von Augeu annehmen. A ist einverstanden, 
wenn B sich mit 12 Augen begnügen will. Es wird 
gefragt, welcher von beiden Spielern mehr Hoffnung 
auf Gewinn hat und wieviel? 

Lösung. Vor allem ist festzusetzen, ob der erste Wurf 
(welcher die den Spielern zustehende Anzahl von Würfen be- 
stimmt) zu den Würfen des A hinzugezählt werden soll 
oder nicht. 

[162] 1. Dieser Wurf soll nicht mitgezählt werden. 
Hat dieser Wurf ein Auge gezeigt, so hat A nur einen Wurf 
noch zu thun, welcher ihm höchstens 6 Augen einbringen 
kann. Da dem B aber 12 Augen zugestanden sind, so ver- 
liert A unter allen Umständen und erhält nichts vom Einsätze. 

Fallen bei dem ersten Wurfe zwei Augen, so kann A 
zwei Würfe mit einem Würfel oder auch (was nach der An- 
merkung zu der Aufgabe XII des ersten Theiles auf dasselbe 
hinauskommt) mit zwei Würfeln einen Wurf thun. Bei zwei 
Würfeln sind 36 Fälle möglich, von welchen nur ein einziger 
zwölf Augen aufweist und A den halben Einsatz gewinnen 
lässt; alle übrigen Fälle geben weniger Augen und lassen A 

nichts gewinnen. Daher hat A die Hoffnung: — ^^-— =;;^' 

36 72 

Wenn beim ersten Wurf drei Augen fallen, so kann A^ 

statt drei Würfe mit einem Würfel, einen Wurf mit drei 

Würfeln thun. Bei drei Würfeln sind 216 Fälle möglich, von 

welchen 25 Fälle 12 Augen, 135 Fälle weniger als 12 Augen 

und die übrigen 56 Fälle mehr als 12 Augen ergeben; A hat 

also 25 Fälle für |, 135 Fälle für und 56 Fälle für 1. 

Folglich ist seine Hoffnung gleich ^ = — — • 

216 4o2 
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In der gleichen Weise findet man die Hoffnungen des 
Spielers A, wenn ihm der erste Wurf vier, fünf oder sechs 
Würfe zuertheilt, und zwar hat er 

bei vier Würfen i25 • 4 + 861 • 1 1847 

d,e Hoffnung: L_ =___, 

^^/^'i^ r*'*^^'' 305.4+ 7014.1 14333 
die Hoffnung: 1-,^^ =15552' 

bei sechs Würfen 455 . i + 45 738 . 1 45966 7661 

die Hoffnung : \^^^r. = .^^k» = ^^^^ • 

^ 46656 46656 7776 

Nun können aber bei dem ersten Wurfe gleich leicht 1, 
2, 3, 4, 5 oder 6 Augen fallen, also ist die Hoffnung, welche 
A bei Beginn des Spieles hat, gleich dem sechsten Theile der 
Summe aller ebenberechneten Theilhoffnungen : 

11 1 137 1847 14333 766i \_ 15295 

6V"^ 72 "'"432"'" 2592*^ 15 552 ^ 7776/"" 31 104 ' 

und folglich bleibt für B die Hoffnung ^-fl^J- übrig. 

2. Der erste Wurf, welcher die Zahl der Würfe 
bestimmt, wird den Würfen des A zugezählt. A ver- 
liert dann unbedingt, wenn ihm der erste Wurf ein Auge oder 
zwei Augen bringt; [163] denn der im letzteren Falle ihm 
zustehende zweite Wurf kann ihm höchstens 6 Augen bringen, 
sodass er im ganzen höchstens 8 Augen erhalten würde, 
während dem i^ 12 Augen zugestanden sind. 

Fallen beim ersten Wurfe drei Augen, so hat A noch 

zwei Würfe zu thun, welchen 36 Fälle entsprechen. Unter 

diesen sind 4 FäUe, welche ihm 9 Augen (also mit den 3 Augen 

des ersten Wurfes 12 Augen) bringen, 26 Fälle mit weniger 

und 6 Fälle mit mehr als 9 Augen. Da A mithin 4 Fälle 

für ^, 26 Fälle für und 6 Fälle für 1 hat, so ist seine 

TT ^ , . 1. 4 -4 + 6 . 1 2 
Hoffnung gleich ^ = - • 

Wirft A beim ersten Wurfe vier Augen, so hat er noch 
3 Würfe, welche 216 Fälle darbieten. Von diesen bringen 
ihm 21 Fälle 8 Augen (also mit den 4 Augen des ersten 
Wurfes 12 Augen), 35 Fälle weniger und 160 Fälle mehr als 
8 Augen. Daraus folgt für A die Hoffnung: 

21 .|4- 160 > 1 _ 341 
216 ■" 432 ' 
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In der gleichen Weise findet man für die Hoffnung, welche 
A hat, wenn er beim ersten Wurfe fünf Augen wirft, 
20. 1+1261 . 1 1271 . TT ff 
1296 "^1296' ^^^"^ Hoffnung, wenn er 

beim ersten Wurf sechs Augen wirit, — „„„r. =tt-7t^' 

° ' 7776 15552 

Da nun beim ersten Wurfe jede der Augenzahlen von 1 bis 
6 gleich leicht fallen kann, so ist die Hoffnung des A bei 
Beginn des Spieles gleich dem arithmetischen Mittel aus den 
sechs Theilhoffnungen, d. i. gleich 

2 . 341 1271 . 15545\ 46529 



W^ ... 2 , 341 1271 . 15545\ 

_I0 + 0-^ 1 = 

6\ ^ ^9^432^1296^15552/ 



93312' 



für B bleibt mithin die Hoffnung IHyf übrig. B hat also 
in beiden Fällen etwas günstigere Gewinnaussichten als A. 

Damit aber die Leser sehen, wie vorsichtig man bei der- 
artigen Berechnungen verfahren muss, um nicht den Schleier 
statt der Juno zu fassen, so halte ich es nicht für überflüssig, 
hier eine Probe einer falschen und trügerischen Lösung dieser 
Aufgabe mitzutheilen ; man würde auf die Richtigkeit dieser 
Lösung leicht einen Eid schwören, wenn man nicht die wirk- 
lich richtige Lösung schon gefunden hätte. Hat A (bei der 
ersten Annahme) einen Wurf zu thun, so kann er durch 
denselben 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 Augen bekommen, von denen 
jede Zahl ihm mit gleicher Leichtigkeit zufallen kann; folglich 
ist (nach Satz 11 des ersten Theiles) seine Erwartung gleich 

1+2+3+4+5+6 

= 3^- Augen, also gleich dem arith- 
metischen Mittel [164] zwischen 1 und 6. Wenn A zwei 
Würfe zu thun hat, so erzielt A durch dieselben 2, 3, 4, . . ., 

11 oder 12 Augen. Nun giebt es je einen Fall für 2 und 

12 Augen, je 2 Fälle für 3 und 11 Augen, je 3 Fälle für 4 
und 10 Augen, u. s. w.; folglich hat A (nach Satz HI des 
ersten Theiles) die Hoffnung: 

l(2+12)+2(3+ll) + 3(4 + 10) + 4(5 + 9) + 5(6+8)+6.7 

36 

18- 14 ^ . 
= -3e-=7 Augen 
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zu erhalten, welche Zahl wiederum das arithmetische Mittel 
zwischen den Grenzzahlen 2 und 12 ist. Hat A aber 
3 Würfe zu thun, so kann er mit diesen 3 bis 18 Augen er- 
zielen, von denen je zwei, von den Grenzen 3 und 18 gleich 
weit entfernte Zahlen dieselbe Anzahl Fälle darbieten. Daraus 
folgt auf gleiche Weise, dass A auf 10^ Augen hoffen darf, 
welche Zahl wiederum das arithmetische Mittel zwischen 3 und 
18 ist. Ebenso ergiebt sich, dass A auf 14, 17^ und 21 Augen 
hoffen darf, wenn er 4, 5 und 6 Würfe zu thun hat; denn 
die hierbei sich ergebende Anzahl von Augen muss bez. 
zwischen 4 und 24, 5 und 30, 6 und 36 liegen, und die Hoff- 
nungen sind die arithmetischen Mittel aus diesen Grenzzahlen. 
Da nun alle sechs Fälle gleich leicht eintreten können, so hat 
A die gleiche Hoffnung, 3^, 7, 10|, 14, 17^ und 21 Augen. 
Diese Zahlen bilden eine arithmetische Progression, und der 
Mittelwerth zwischen den beiden äussersten Zahlen giebt die 
Hoffnung des A, welcher also 12^ Augen zu werfen 
hoffen darf. 

Auf ganz ähnliche Weise könnte man bei der zweiten 
Annahme vorgehen wollen. Denn wenn der Spieler A mit 
dem ersten Wurfe ein Auge wirft, so hat er ein Auge. Wirft 
er 2 Augen, so hat er 2 Augen und ausserdem noch einen 
Wurf, welcher ihm, wie oben angegeben, 3^ Augen werth ist ; 
A kann also auf 5^ Augen hoffen. Wenn A drei Augen 
wirft, so hat er 3 Augen und noch 2 Würfe, welche ihm nach 
dem Obigen 7 Augen werth sind; seine Hoffnung ist also, 
10 Augen zu werfen. In gleicher Weise findet man, dass A 
hoffen darf, 14J, 19, 23^ Augen zu werfen, wenn ihm der 
erste Wurf 4, 5, 6 Augen bringt. [165] Da wieder alle sechs 
Fälle gleich leicht einti-eten können, so ist seine Hoffnung auf 
^ (1 + 3^ + 10 + 14^ + 19 -t- 23^) == 12| Augen gerichtet. 

Da also bei beiden Annahmen sich ergeben hat, dass A 
auf 12|^ Augen hoffen darf, während dem B nur 12 Augen 
zugestanden sind, so würde daraus folgen, dass die Hoffnung 
des A besser ist als die des B. Aus der ersten Lösung, 
deren Richtigkeit ganz völlig evident ist, folgt aber das 
Gegentheil. Es ist schwierig zu sagen, warum A auf mehr 
Augen als B, aber nur auf einen kleineren Theil des Ein- 
satzes hoffen darf, während doch die Erlangung des Gewinnes 
von der grösseren Anzahl Augen abhängt 4). 
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Aufgabe. Das Spiel ist dasselbe wie bei der vori- 
gen Aufgabe. B verlangt aber, dass ihm das Qua- 
drat der Angenzahl des ersten Wnrfes zugestanden 
wird. Wie verhalten sich jetzt die Hoffnungen bei- 
der Spieler zu einander? 

Lösung. Es mögen auch hier die beiden Annahmen der 
vorigen Aufgabe gemacht werden. 

1. Der erste Wurf wird nicht zu den Würfen des 

A hinzugezählt. Zeigt dieser Wurf ein Auge, so erhält B 

nur ein Auge, während A mit seinem Wurfe einmal ein Auge 

und fünfmal mehr als ein Auge werfen kann. A hat also 

einen FaU für ^ und 5 Fälle fttr 1 ; folglich hat er die Hoff- 

1 'i + b . 1 11 
nung: -^^ = -• 

Fallen beim ersten Wurfe 2 Augen, so werden dem B 
nach der Uebereinkunft 2* = 4 Augen angerechnet, während 
dem A zwei Würfe zustehen. Diese liefern 36 mögliche Fälle, 
von welchen 3 Fälle ebenfalls 4 Augen, 3 andere Fälle weniger 
als 4 Augen und die übrigen 30 Fälle mehr als 4 Augen er- 
geben. Folglich resultirt für A die Hoffnung: 

3 -|-f3Q ' 1 _ 63 __ 2 

36 ~ 72 ■" 8 * 

Wenn beim ersten Wurfe 3 Augen fallen, so werden dem 
B jetzt 3* = 9 Augen angerechnet, und dem A stehen 3 Wüi'fe 
zu, welche 216 Fälle darbieten. [166] Unter diesen sind 
25 Fälle mit 9 Augen (d. h. mit ebensovielen Augen, als B 
hat), 56 Fälle mit weniger und 135 Fälle mit mehr als 9 Augen. 
Folglich hat A die Hoffnung: 

25 ' ^-f 135 » 1 _ 295 

216 ""432" 

In der gleichen Weise findet man die Hoffnungen des A^ 
wenn ihm der erste Wurf vier, fünf oder sechs Würfe zu- 
ertheilt, und zwar hat er 

1 25 »^ + 310 ' 1 _ 745 



bei vier Würfen die Hoffnung: 
bei fünf Würfen die Hoffnung: 
bei sechs Würfen die Hoffnung: 



1296 2592 ' 

126 -^4- 126 ' 1 _ 7 

7776 ~ 288 ' 



46656 93312 



^ 
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Da aber alle sechs Fälle gleich möglich sind, so ist die 
Hoffnung des A gleich dem sechsten Theile der Summe aller 
dieser einzelnen Hoffnungen, d. i. gleich fyf|^f , und folglich 
die Hoffnung des B gleich H|f||. 

2. Der erste Wurf wird den Würfen des A zuge- 
zählt. Fällt beim ersten Wurfe ein Auge, so haben beide 
S*pieler ein Auge und theilen sich in den Einsatz. 

Wenn zwei Augen fallen, so erhält B vier Augen an- 
gerechnet. A hat noch einen Wurf zu thun, welcher ihm 
6 Fälle darbietet. Einer dieser Fälle giebt ihm 2 Augen (also 
mit den 2 Augen des ersten Wurfes 4 Augen) und folglich 
den halben Einsatz; ferner sind vier Fälle für mehr und ein 
Fall für weniger als 2 Augen vorhanden. Seine Hoffnung ist 

1 , 4L4-4 . 1 3 

daher gleich — ^— = — • 

6 4 

Fallen 3 Augen, so erhält B 9 Augen angerechnet; A 
aber hat noch zwei Würfe zu thun, welche ihm 36 Fälle dar- 
bieten. Von diesen liefern ihm 5 Fälle 6 Augen (also mit 
den 3 Augen des ersten Wurfes 9 Augen), 10 Fälle weniger 
und 21 Fälle mehr als 6 Augen; daraus folgt, dass er die 

__ „ 5.-J. + 21 . 1 47 . . 
Hoffnung 2_ = _ hat. 

Für die drei letzten Fälle findet man ebenso, dass A 



? 



bei vier Würfen die Hoffnung: 



35» ^+56- 1 _ 137 



216 432 ' 



bei fünf Würfen die Hoffnung: ^^'i + SS- 1 ^ _^_ 

^ 1296 864 ' 

1 . i 1 

bei sechs Würfen die Hoffnunff: = 

^ 7776 15552 

hat. 

Hieraus folgt schliesslich für A die Hoffnung H^x^ und 

für B die Hoffnung Ifff^. 

[167] XVI. 

Aufgabe. Es sind die Gewinnhoffnungen der Spieler 
in dem Cinq et neuf genannten Glücksspiele 

zu berechnen. 

In Frankreich, Dänemark, Schweden, Belgien, Nieder- 
deutschland und den angrenzenden Gebieten ist ein Glücks- 
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spiel, welches Cinq et neuf genannt wird, sehr üblich. Das- 
selbe wird von zwei Spielern A und B mit zwei Würfeln 
gespielt, wobei der eine von ihnen, A fortwährend wii-ft. Die 
Spielgesetze sind folgende: Wirft A mit dem ersten Wurfe 
3 oder 11 Augen oder einen beliebigen Pasch (un doublet, 
z. B. zwei Einsen, zwei Zweien, u. s. w.) so gewinnt er; 
wirft er aber 5 oder 9 Augen, so gewinnt B. Wirft A 
irgend eine andere Anahl, also 4, 6, 7, 8 oder 10 Augen, 
ohne dass der Wurf zugleich ein Pasch ist, so gewinnt keiner 
von beiden Spielern; das Spiel muss vielmehr fortgesetzt 
werden, bis entweder wieder 5 oder 9 Augen von A ge- 
worfen werden, in welchem Falle B gewinnt, oder die Anzahl 
Augen, welche beim ersten Wurfe gefallen war, wiederkehrt 
und dadurch dann A gewinnt. Nur beim ersten Wurfe zählen 
3 oder 11 Augen oder ein Pasch zu Gunsten des A. Es 
sind die Gewinnhoffnungen zu bestimmen, welche die Spieler 
unter diesen Bedingungen haben. 

Lösung. Da -4, wenn er mit dem ersten Wurfe 4, 6, 7, 8 oder 
10 Augen wirft, zu Hoffnungen kommt, welche ebenfalls noch 
unbekannt sind, so sind diese vor allen Dingen zu bestimmen. 

Es werde daher angenommen, dass A mit dem ersten 
Wurfe 4 Augen geworfen habe und im Begriffe sei, den 
zweiten Wurf zu thun. Nun giebt es aber bei zwei Würfeln 
3 Fälle, welche wieder 4 Augen bringen und also A ge- 
winnen lassen, und 8 Fälle, welche 5 oder 9 Augen ergeben 
und A verlieren lassen; alle anderen Fälle dagegen ver- 
pflichten A^ von neuem zu werfen, und können daher (nach 
Satz in, Zusatz 4 im ersten Theile) als nicht vorhanden an- 

3 . 1 _|_ 8 . 
gesehen werden. Folglich hat A die Hoffnung 

3 
= — - • Ebenso gross ist seine Hoffnung, wenn er beim ersten 

Wurfe 10 Augen wirft, da bei zwei Würfeln 4 und 10 Augen 
gleichviele Fälle entsprechen. 

[168] Zweitens werde angenommen, dass A mit dem 
ersten Wurfe 6 Augen geworfen habe. Es giebt dann 5 Fälle 
welche ihm beim zweiten Wurfe wiederumn 6 Augen liefern, 
und 8 Fälle, welche 5 oder 9 Augen ergeben. Daher hat A 

die Hoffnung — ^^ T^ ' Da zu 8 Augen die gleiche 

Anzahl Fälle gehören, so hat A ebenfalls die Hoffnung ^\, 
wenn er mit dem ersten Wurfe 8 Augen geworfen hat. 
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Schliesslich werde angenommen, dass A mit dem ersten 
Wurfe 7 Augen erhalten, habe. Der nächste Wurf kann ihm 
in 6 Fällen wiederum 7 Augen bringen und in 8 Fällen 

5 oder 9 Augen. Folglich ergiebt sich für A die Hoffnung 

6 » 1 + 8 • _ 3 

14 """7* 
Nachdem man diese Hoffnungen berechnet hat, ist zu er- 
wägen, in wievielen Fällen A durch den ersten Wurf zu 
diesen Hoffnungen kommen kann. Nun giebt es bei zwei 
Würfeln 6 Fälle dafttr, dass A einen Pasch wirft, und 4 Fälle 
dafür, dass er 3 oder 11 Augen wirft, das heisst zusammen 
10 Fälle, welche A sofort mit dem ersten Wurfe gewinnen 
lassen. Ferner giebt es, wie schon erwähnt, 8 Fälle für 5 oder 
9 Augen, in welchen Fällen A das Spiel verliert. Berück- 
sichtigt man, dasd von den 6 Fällen für 4 und 10 Augen 
die beiden Fälle des Zweier- und Fünferpasches auszuschliessen 
sind, so bleiben 4 Fälle, welche dem A die Hoffnung -^-^ 
bringen. Ebenso sind von den 5 Fällen für 6 und 8 Augen 
die beiden Fälle des Dreier- und Viererpasches auszusondern, 
und folglich bleiben 3 Fälle, welche dem A die Hoffnung -^ 
geben. Schliesslich sind 6 Fälle für 7 Augen übrig, welche 
A die Hoöhung \ einbringen. Folglich hat A bei Beginn 
des Spieles die Hoffnung 

10..+8.0+4^A+8-A+6-^ ^ |HtundBdieHoffnnn,MM. 

[169] B hat also günstigere Gewinnaussichten als -4, wie hier- 
aus klar hervorgeht, wenn es auch Leute geben mag, welche 
der entgegengesetzten Ansicht sind und lieber die Rolle des A 
übernehmen. 

XVII. 

Aufgabe. Es sind die Gewinnhoffnungen der Spieler 
in einem andern Glücksspiele zu berechnen. 

Ich erinnere mich, dass ich in früherer Zeit auf einem 
Jahrmarkte einen Gaukler gesehen habe, welcher das folgende 
Glücksspiel aufgestellt hatte, um die Vorübergehenden anzu- 
locken. Eine kreisrunde, nach der Mitte etwas ansteigende 
Scheibe war mit Hülfe der Wasserwaage genau horizontal 
aufgestellt. An ihrem Rande trag sie 32 Vertiefungen, welche 
in vier Gruppen getheilt und mit den. Nummern I bis VHI der 
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Reihe nach in jeder Gruppe bezeichnet waren. In dem Mittel- 
punkte der Scheibe befand sich ein kleiner Becher. Wer nun 
sein Glück versuchen wollte, warf vier kleine Kugeln in den 
Becher, welche durch denselben auf die Scheibe hinabrollten 
und von ebensovielen Vertiefungen derselben aufgenommen 
wurden, und erhielt dann den Gewinn ausgezahlt, welcher für 
die Summe der diese Vertiefungen bezeichnenden Zahlen auf 
dem unten folgenden Spielplane angesetzt war. Jeder ein- 
zelne Wurf mit den vier Kugeln musste mit vier Pfennigen 
bezahlt werden. Es wird nach der Hoffnung des Spielers 
gefragt. 

Lösung. Zunächst ist klar, dass der Spieler bei jedem 
Einwurfe der vier Kugeln mindestens 4 und höchstens 32 
Punkte erzielen kann, welche Grenzzahlen nur in je einem 
Falle sich ergeben, nämlich 4, wenn die vier Kugeln in 
die ersten Vertiefungen jeder Gruppe fallen, und 32, 
wenn sie in die letzten Vertiefungen jeder Gruppe fallen. 
Dann ist zu beachten, dass es umsomehr Fälle für die 
zwischen 4 und 32 liegenden Zahlen von Punkten giebt, 
je weiter diese von jenen Grenzen entfernt sind, und dass es 
für die Zahl 18 am meisten .Fälle giebt. Zu je zwei Zahlen, 
welche von 18 gleichweit nach beiden Seiten entfernt sind, 
gehören gleichviele Fälle. Schliesslich muss man bedenken, 
dass von den Vertiefungen, welche bei jedem Wurfe die vier 
kleinen Kugeln aufnehmen, alle vier mit derselben Zahl, oder 
3 mit derselben [170] und die vierte mit einer andern Zahl, 
oder 2 mit derselben und 2 mit der gleichen andern Zahl, 
oder 2 mit derselben und die übrigen mit zwei verschiedenen 
Zahlen, oder endlich alle vier mit verschiedenen Zahlen be- 
zeichnet sein können. So ist nur ein Fall möglich, dass z. B. 
die Kugeln in die vier mit I bezeichneten Vertiefungen fallen. 

Ferner sind offenbar I j = 4 Fälle möglich, in welchen drei 

von den Kugeln in Vertiefungen mit der Nummer I zu liegen 

kommen, und j | = 4 Fälle, in welchen die vierte Kugel in 

eine Vertiefung mit der Nummer 1}. fällt; d. h. es giebt 4 • 4 
= 16 Fälle, dass die vier Kugeln in drei Vertiefungen I und 

eine Vertiefung II rollen. Es giebt /^j/M = 6.6 = 36 Fälle, 

in welchen zwei Kugeln iq Vertiefungen I und die beiden andern 
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in Vertiefungen II zu liegen kommen; dagegen giebt es 
(^ ) (^) (^) = ö • 4 . 4 = 96 Fälle, in welchen zwei Kugeln 
in Vertiefungen I, die dritte in eine Vertiefung II und die 
vierte in eine Vertiefung III rollen, und i J j 1 | J II 

= 4* = 256 Fälle, in welchen je eine Kugel in eine Ver- 
tiefung I, II, III und IV rollen. Es ist noch zu bemerken, 
dass die 24 Fälle, welche aus jedem Falle durch wechsel- 
seitige Vertauschung der vier Kugeln sich ergeben, ausser 
Betracht gelassen werden, da diese als ebensoviele secundäre 
Fälle, aus welchen ein jeder primäre Fall zusammengesetzt ist, 
angesehen werden können. 

[171] Nun muss man die Zahl der Fälle bestimmen, welche 
jeder möglichen Anzahl von Punkten entspricht, was etwa 
in derselben Weise geschehen kann, wie oben (nach der Auf- 
gabe IX des ersten Theiles, S. 27) die Anzahl der Würfe mit 
verschiedenen Würfeln ermittelt wurde. Wenn man hier die ge- 
gebene Zahl von Punkten auf alle möglichen Arten in 4 Theile 
wegen der 4 Kugeln zerlegt, deren keiner grösser als 8 sein 
darf (weil die Nummern der Vertiefungen nicht höher gehen), 
und dann den einzelnen Arten die im vorigen Abschnitte er- 
mittelte Anzahl der Fälle zuertheilt, so giebt die Summe dieser 
letzteren die gesuchte Zahl. Da aber auf diese Weise die 
Zahl der Fälle nur für eine gegebene Punktzahl gefunden 
wird, uns aber die Zahlen der Fälle für alle Punkte nöthig 
sind, so schlagen wir den folgenden kürzeren Weg ein, um 
alle Zahlen auf einmal zu bekommen. 

Wir bilden uns eine Tafel mit 15 Columnen, welche wir 
mit den Zahlen 4 bis 18 überschreiben. Es genügt für diese 
Zahlen die Fälle zu bestimmen, da jede Zahl über 18 mit 
einer unter 18 die gleiche Anzahl Fälle darbietet, wie oben 
angegeben ist. 

Nehmen wir nun an-, dass alle vier Kugeln in Vertiefungen 
mit der gleichen Nummer rollen, so haben diese entweder sämmt- 
lich die Nummer I oder II oder . . ., und die Summen dieser 
Nummern sind daher 4, 8, 12, 16, .... Deshalb schreiben 
wir in die erste Zeile an den linken Rand der Tafel I, I, I, I 
(wozu man sich im Geiste II, II, II, 11; . . . hinzudenkt) und 
in die mit 4, 8, 12, 16 bezeichneten Columnen je eine 1. 

Ferner nehmen wir an, dass drei Kugeln von gleichbezeich- 
neten Vertiefungen und die vierte von einer Vertiefung mit 

Ostwald' s Klassiker. 108. 3 
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anderer Nummer aufgenommen werden. Die Nummern . der 
ersteren Vertiefungen sind entweder drei I, oder drei 11, 
oder .... Sind es drei I, so ist die vierte Nummer eine der 
Zahlen 11 bis VIII, welche in Verbindung mit den drei I die 
Summen 5, 6, 7,..., 11 geben; wir schreiben in der zweiten 
Zeile an den linken Rand der Tafel I, I, I, II (wozu man 
sich die übrigen Verbindungen I, I, I, III; . . ., I, I, I, VIII 
im Geiste ergänzt) und in die mit 5, 6, 7, . . ., 11 bezeichneten 
Columnen je eine 16. Sind die Zahlen der gleichbezeichneten 
Vertiefungen drei II, so ist die vierte Nummer I, III, IV, . . ., 
VIII, und folglich die Summen aller vier Zahlen 7,9, 10, ..., 14; 
wir schreiben dann in die dritte Zeile der Tafel an den linken 
Rand 11, 11, 11, I (wozu die übrigen Verbindungen hinzuzu- 
denken sind) und in die Columnen 7, 9, 10, . . ., 14 je eine 16. 
In ähnlicher Weise bilden wir uns noch 3 Zeilen [172] mit 
den nun leicht verständlichen Bezeichnungen III, III, III, I; 
IV, IV, IV, I; V, V, V, I am linken Rande der Tafel und 
der Zahl 16 in den betreffenden Columnen. 

Weiter nehmen wir an, dass je zwei Vertiefungen dieselbe 
Nummer tragen. Die Nummern sind entweder zwei I mit 
zwei II, in, . . ., VIII, welche die Summen 6, 8, 10, . . ., 18 
liefern, oder zwei II mit zwei III, IV, . . ., VII, welche die 
Summen 10, 12, 14, 16, 18 liefern, oder zwei III mit zwei 
IV, V, VI oder zwei IV mit zwei V, welche bez. die Summen 
14, 16, 18 und 18 liefern. Wir bezeichnen deshalb die fol- 
genden vier Zeilen der Tafel am linken Rande mit I, I, II, 11 ; 
II, II, III, m ; m, III, IV, IV ; IV, IV, V, V und schreiben 
in die betreffenden Columnen dieser Zeilen die Zahl 36. 

Wir nehmen nun wieder zwei Vertiefungen mit gleicher 
Nummer, die beiden übrigen aber mit von dieser und von 
einander verschiedenen Nummern. Dann können wir zunächst 
zwei I und eine II verbinden mit III, IV, . . . VIII, wodurch 
wir die Summen 7, 8, . . ., 12 erhalten, ferner zwei I und 
eine III mit IV, V, . . ., VIII, wodurch wir die Summen 9, 
10, . . ., 13 erhalten, und so fort bis zur Verbindung I, I, 
VII, VIII mit der Summe 17. Nehmen wir dann zwei 11, so 
kann entweder eine I mit einer III, IV, . . . VIII, oder eine 
III mit einer IV, V, . . ., VIII, oder eine IV mit einer V, 
VI, . . ., VIII, oder . . . hinzutreten. In gleicher Weise fahren 
wir fort und bilden uns 24 weitere Zeilen in der Tafel, welche 
wir am linken Rande mit I, I, 11, III; I, I, III, IV; . . .; 
I, I, VII, VIII; II, II, I, III; . . .; II, II, VI, VII; UI, IH, 
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I, U; . . .; m, in, V, VI; IV, IV, I, U; . . . ; IV, IV, m, V; 
V, V, I, II; . . . ; V, V, III, IV; VI, VI, I, H; VI, VI, II, III; 

VII, VII, I, II analog der früheren Bezeichnungs weise kenn- 
zeichnen; in jede dieser Zeilen wird in die durch die bezüg- 
lichen Summen angegebenep Columnen die Zahl 96 eingetragen. 

Schliesslich nehmen wir an, dass alle vier Vertiefungen 
mit verschiedenen Zahlen bezeichnet sind; dann können wir 
I, II, III mit IV, V, . . ., VIII oder I, III, IV mit V, VI, . . ., 

VIII, oder . . . combiniren. [173] Wir bezeichnen dann die 
letzten 15 Zeilen der Tafel am linken Rande mit I, II, III, 
IV; . . .; I, II, Vn, VIII; I, m, IV, V; . . .; I, m, VI, VII; 
I, IV, V, VI; I, IV, VI, VII; II, III, IV, V; . . .; E, IE, VI, 
VH; n, IV, V, VI; m, IV, V, VI und tragen in jede Zeile 
unter die betreffende Summe die Zahl 256 ein 5). 

Nachdem wir uns auf diese Weise die Tafel angefertigt 
haben, brauchen wir nur noch die Zahlen jeder Columne 
zu addiren, um alle Fälle zu erhalten, welche die am Kopfe 
der Columne stehende Anzahl von Punkten ergeben. Diese 
Zahlen finden sich in der mittleren Columne des hier folgen- 
den Spielplanes, dessen äusserste Columnen die Anzahl Pfennige 
angiebt, welche der Spieler bei der Erreichung der neben- 
stehenden Anzahl Punkte erhält. 



Pfennige 


Punkte 


Anzahl 
der Fälle 


Punkte 


Pfennige 


120 


4 


l 


32 


180 


100 


5 


16 


31 


32 


30 


6 


52 


30 


25 


24 


7 


128 


29 


24 


18 


8 


245 


28 


16 


10 


9 


416 


27 


12 


6 


10 


664 


26 


8 


6 


11 


976 


25 


6 


6 


12 


1369 


24 


4 


5 


13 


1776 


23 


4 


3 


14 


2204 


22 


3 


3 


15 


2560 


21 


3 


3 


16 


2893 


20 


3 


2 


17 


3088 


19 


3 


2 


18 


3184 







Summe aller Fälle: 35960 



= (T) 



Nachdem die Zahlen aller Fälle bestimmt sind, ist die ge- 
suchte Gewinnhoffnung leicht (nach Satz III des ersten Theiles) 



3* 
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zu finden, indem man die einzelnen Zahlen der Fälle mit den 
zugehörigen Geldprämien multiplicirt und durch die Anzahl 
aller Fälle dividirt. Da zu 4 und 32 Punkten, zu 5 und 
31 Punkten dieselbe Anzahl Fälle gehört, so lässt sich die 
Rechnung vereinfachen, indem man die zwei zugehörigen Geld- 
prämien addirt und in die einfache Anzahl Fälle multiplicirt, 
also (180 + 120) . 1 = 300 . 1, (100 + 32) • 16 = 132 • 16, 
u. s. w. Man findet auf diese Weise, dass ein Spieler [174] 
eine Gewinnhoffnung von 4^^^^ Pfennigen hat. Wenn er 
also nach der Annahme seinen Wurf mit 4 Pfennigen erkauft, 
so hat er offenbar günstigere Aussichten auf Gewinn als der 
Jahrmarktsgaukler, welcher das Spiel veranstaltet, und der 
letztere kann mit diesem Glücksspiele nichts gewinnen, wenn 
er die Geldprämien nicht herabsetzt. 

xvni. 

Aufjgabe. Es sind die Hoffnungen der Spieler in dem 
gewöhnlich Treschak genannten Kartenspiele 

zu berechnen. 

In Deutschland ist ein Kartenspiel sehr gebräuchlich, 
welches gewöhnlich Treschak^) genannt wird und eine ge- 
wisse Aehnlichkeit mit dem französischen Spiele Brei an hat. 
Aus einem Spiele Karten werden 24 Blätter, von jeder Farbe 
6 genommen (und die übrigen fort gelegt) und zwar die Neuner, 
Zehner, Buben, Damen, Könige und Asse, welche wir künftig 
durch ihre Anfangsbuchstaben iV, Z, JS, Z>, K und A be- 
zeichnen wollen. Die Karten sollen nach ihrem Werthe in der 
absteigenden Reihenfolge aufeinanderfolgen: Ass, König, Dame, 
Bube, Zehner; alle aber werden an Bedeutung durch die 
Neuner und den Treffbuben (welchen wir deshalb den Nennern 
zuzählen, sodass wir 5 Neuner und drei Buben haben) über- 
troffen. Und zwar besteht die hervorragende Wichtigkeit der 
Neuner, welche sehr derjenigen der Matador e genannten 
Karten im spanischen L ' ho mbre -Spiele ähnlich ist, darin, dass 
sie zu den Karten beliebigen Werthes und beliebiger Farbe 
hinzugezählt werden dürfen. So geben zwei Neuner mit einem 
Ass oder ein Neuner mit zwei Assen zusammen drei Asse oder 
eine Triga (Dreigespann, un tricon) von Assen; ein, 
zwei oder drei Neuner geben mit drei, zwei oder einem König 
zusammen eine Quadriga (Viergespann) von Königen; ein 
oder zwei Neuner zusammen mit di-ei oder zwei Blättern 
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gleicher Farbe werden als vier Blätter dieser Farbe gezählt, 
z. B. als vier Herzkarten, 4 Treffkarten, u. s. w. Jede der- 
artige Combination von Karten nennt man gewöhnlich einen 
Flnvius (einen Fluss), welcher ansserdem durch eine Anzahl 
Punkte bewerthet wird, und zwar für ein Ass 1 1 Punkte, für jede 
andere Karte 10 Punkte. Die Spielregeln sind die folgenden: 

Jedem Mitspieler werden der Reihe nach zwei Blätter zu- 
getheilt. Dem ersten Spieler steht es frei, eine beliebige Geld- 
summe einzusetzen, nachdem er seine zwei Karten verstohlen 
betrachtet hat. Will ein zweiter Spieler mit ihm spielen, so 
setzt er ebensoviel oder, wenn es ihm gutdünkt, auch mehr 
ein; im letzteren Fall muss der erste Spieler [17ö] noch den 
Differenzbetrag seinerseits hinzufügen, wenn er nicht ohne 
weiteres seinen Einsatz verlieren will. Hierauf erhalten die 
Spieler, welche das Spiel begonnen haben, wiederum je zwei 
Karten, welche aber vor Aller Augen offen auf den Tisch 
gelegt werden, sodass jetzt die vier Karten jedes Spielers zur 
Hälfte allen Mitspielern bekannt und zur Hälfte unbekannt 
sind. Dann setzen die Spieler von neuem Geldsummen in der 
vorigen Weise ein, wobei es einem andern Spieler immer frei 
steht, mehr als der erste einzusetzen und der letztere in diesem 
Falle seinen Einsatz wieder auf den gleichen Betrag erhöhen muss. 
Darauf legen schliesslich sämmtliche Mitspieler ihre vier Karten 
offen auf den Tisch, und es erhält derjenige von ihnen den ganzen 
Einsatz, dessen Karten den höheren Werth haben. Hierbei wird 
eine Quadriga höher als ein Fluvius und dieser höher als eine 
Triga bewerthet, den höchsten Werth hat eine Neunerquadriga, 
üeber den Werth der übrigen Quadrigen und Trigen ent- 
scheidet die Werthfolge der sie bildenden Karten, bei den 
Fluvien die Anzahl der Punkte; so ist eine Quadriga, bez. 
Triga von Assen mehr werth als eine solche von Königen 
und ein Fluvius von 43 Punkten mehr werth als ein solcher 
von 42 Punkten. Hat kein Mitspieler eine Quadriga, eine 
Triga oder einen Fluvius, so erhält derjenige den Einsatz, 
welcher die meisten Punkte einer Farbe zählt. In dem Falle 
aber, dass zwei Spieler völlig gleiche Karten haben, z. B. wenn 
sie Quadrigen oder Trigen von gleichem Werthe oder Fluvien 
mit gleichvielen Punkten haben, gewinnt gegebenen Falles der- 
jenige von ihnen, welcher der Reihe nach der erstere ist, d. h. 
welchem früher als dem andern seine Karten gegeben sind. 

Jeder der Spieler kann nun, wenn er seine ersten zwei 
Karten erhalten hat, seine Gewinnhoffnung berechnen und nach 



38 Jakob Bernonlli. 

• 

dieser dann sein Verhalten einrichten. Denn wenn er auch 
seinen Einsatz nicht immer im Verhältnisse des Werthes seiner 
Karten erhöhen darf, um den Mitspielern diesen nicht zu ver- 
rathen — denn die Seele dieses Spieles ist die Heuchelei und 
es gilt oft gute Miene zum bösen Spiele zu machen, damit die 
Andern, welche vielleicht bessere Karten erhalten haben, durch 
seine erheuchelte Zuversicht getäuscht, davon abgeschreckt werden, 
ihn zu überbieten — , so kann man doch nicht leugnen, dass die 
vorausgehende Kenntniss der Gewinnhoffnung ein nicht unwesent- 
liches Htilfsmittel ist, um den Grad dieser Verstellung zu bemessen. 

Lösung. Ich will die Art der Berechnung nur an einem 
Beispiele zeigen, und zwar, da ich mich erinnere, oft die 
Wahrnehmung gemacht zu haben, dass deijenige, welcher im 
Anfange zwei Neuner erhielt, doch noch verlor, will ich be- 
stimmen, um wieviel mehr ein solcher Spieler Hoffnung hat 
zu gewinnen, als zu verlieren. [176] Um aber die Frage 
ganz bestimmt zu stellen, nehme ich an, dass ich als der erste 
von zwei Spielern zwei Neuner und der andere (was ich 
irgendwie erfahren habe) einen erhalten hat; ich wünsche die 
Gewinnhoffnungen von uns Beiden kennen zu lernen. 

Zunächst betrachte ich alle möglichen Fälle, in welche ich 
während des Spieles kommen kann. Es kann der Fall eintreten, 
dass die übrigen beiden Karten, welche ich erhalte (wie aus 
der ersten Columne der nuten folgenden Tafel ersichtlich ist), 
entweder noch zwei Neuner sind, oder ein Neuner mit einer an- 
dern Karte, oder zwei andere Karten gleichen Werthes oder 
zwei andere Karten verschiedenen Werthes, welche derselben 
oder verschiedenen Farben angehören; in dem letzteren Falle 
ist noch zu unterscheiden, ob eine der beiden Karten eine Treff- 
karte ist oder nicht, da wegen des zu den Neunern gezählten 
Treffbuben dieser Unterschied die Gewinnhoffnungen beeinflusst. 

Zweitens untersuche ich, wie oft jeder dieser Fälle ein- 
treten kann, indem ich bedenke, dass, ausser meinen beiden 
Neunern und dem Neuner meines Gegners, noch 21 Blätter 
vorhanden sind, unter welchen noch zwei Neuner, vier Asse, 
Könige, Damen, Zehner und drei Buben sind. Da mein 
Gegner ebenfalls zwei Karten erhalten hat, so sind eigentlich 
nur noch 20 Karten übrig; da aber seine zweite Karte mir 
unbekannt ist, so kommt es in Rücksicht auf meine Unkennt- 
niss auf dasselbe hinaus, als wenn er diese Karte nicht ge- 
nommen hätte und ich auf zwei beliebige der übrigen 21 
Kartenblätter gleiche Hoffnung haben würde. Es lassen sich 
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nun leicht die einzelnen Fälle aufzählen ; es sind deren insgesammt 
nämlich ebensoviele als sich Binionen aus den übrigen Karten- 

blättern bilden lassen, d. h. j j = 2l0 Fälle. Zwei Neuner 

können zusammen nur einmal vorkommen; ein Neuner mit 
einem A&s kann 2-4 = 8 mal combinirt werden , ebenso oft 
ein Neuner mit einem König, einer Dame oder einem Zehner; 
ein Neuner mit einem Buben kann dagegen nur 2 • 3 = 6 mal 
combinirt werden. [177] In gleicher Weise lassen sich die 
Zahlen der Fälle für eine der übrigen Zusammenstellungen 
zweier Karten berechnen; diese Zahlen finden sich in der 
zweiten Columne der untenstehenden Tafel. 

Drittens berechne ich die Hoffnungen, welche ich und 
mein Gegner in den einzelnen angegebenen Fällen haben. Habe 
ich meine weiteren zwei Karten erhalten, so sind noch 19 
Karten übrig, von welchen mein Gegner drei erhält; daher 
ist sein Spiel ebensovielen Möglichkeiten unterworfen, als es 

Ternionen von 19 Dingen giebt, nämlich j | = 969, und 

ich muss für jede mögliche Zusammenstellung meiner vier 
Karten untersuchen, wieviele dieser 969 möglichen Fälle für 
meinen Gegner günstig und wieviele für ihn ungünstig sind. 
Erhalte ich zu meinen zwei Neunern noch zwei weitere Neuner 
oder einen Neuner und ein Ass, so muss mein Gegner unbe- 
dingt verlieren, da ich eine Quadriga von Neunern oder Assen 
habe und mein Gegner höchstens eine solche von Assen besitzen 
kann; nach den Spielbedingungen gewinne ich aber in beiden 
Fällen. Kommt zu meinen Neunern ein Neuner und ein König 
hinzu, so habe ich eine Quadriga von Königen und kann von 
meinem Gegner nur besiegt werden, wenn er eine Quadriga 
von Assen erhält. Nun sind unter den 19 Kartenblättern 5, 
nämlich ein Neuner und vier Asse, von denen irgend drei 
mit dem Neuner, welchen mein Gegner schon besitzt, eine 
Quadriga von Assen bilden; von 5 Dingen lassen sich aber 

l \ = 10 Ternionen bilden, und folglich sind meinem Gegner 

10 von den sämmtlichen 969 Fällen günstig, weshalb er die 
Hoffnung ^^^ hat. [178] Erhalte ich noch einen Neuner und 
eine Dame, so habe ich eine Quadriga von vier Damen, und 
mein Gegner gewinnt, wenn er eine Quadriga von Assen oder 
Königen erhält, wofür ihm 20 Fälle günstig sind; seine Hoff- 
nung ist also gleich '^^PQ. 
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[179] Die Hoffnungen meines Gegners kann ich für alle 
möglichen Oombinationen der mir noch zufallenden zwei Karten 
in gleicher Weise bestimmen; es erfordert ihre Bereclmung 
aber um so mehr Mühe, je grösser die Hoffnung meines Gegners 
auf Gewinn ist. Da es viel zu weitschweifig werden würde, 
wenn ich sämmtliche Berechnungen hier bis in alle Einzel- 
heiten mittheilen wollte, so bestimme ich die Gewinnhoffnung 
meines Gegners nur für den Fall, dass ich einen Buben und 
einen Zehner von zwei verschiedenen Farben, aber nicht Treff, 
z. B. den Herzbuben und die Piquezehn erhalten habe, also 
nur eine Triga von Buben besitze. Mein Gegner gewinnt dann 
mit jeder Quadi-iga und jedem Fluvius, ebenso mit einer Triga 
von Assen, Königen oder Damen. Um die Anzahl der Quadrigen 
zu bestimmen, erwäge ich, dass die übrigen 19 Karten aus 
2 Neunern, 4 Assen, 4 Königen, 4 Damen, 2 Buben und 3 
Zehnern bestehen odei: dass aus ihnen (wenn ich die beiden 
Neuner den andern Karten jedes Mal zuzähle) 6 Asse, 6 Könige, 
6 Damen, 4 Buben und 5 Zehner genommen werden können. 
Ich erhalte nun alle Quadrigen von Assen, indem ich je 3 
Asse mit dem einen Neuner meines Gegners verbinde, was 

ich 1 I = 20 mal thun kann. Ebensoviele Quadrigen von 

Königen und Damen giebt es. Die Anzahl der Quadrigen von 

Buben ist i j = 4 und der Quadrigen von Zehnem I j == 1 ; 

es giebt also insgesammt 74 Quadrigen. — Die Anzahl der 
Fluvien ermittele ich folgendermaassen. [180] Unter den übrigen 
19 Karten befinden sich ausser den beiden Neunern 4 Pique-, 
5 Carreau-, 4 Herz- und 4 Treff-Karten. Zur Bildung eines 
Fluvius muss mein Gegner zu seinem einen Neuner entweder drei 
Kartenblätter derselben Farbe oder wenigstens zwei von derselben 
Farbe und einen der beiden übrigen Neuner erhalten; folg- 
lich ist die Anzahl der Fluvien gleich der Anzahl aller Ter- 
nionen vermehrt um die doppelte Anzahl aller Binionen von 

4, 5, 4, 4 Dingen, d. i. gleich 3 (^) + (3) + 2 ^^Q + (^)] 

= 22 + 2-28 = 78. — Um schliesslich die Anzahl der 
Trigen zu bestimmen, muss ich bedenken, dass zur Bildung 
einer Triga von Assen (Königen oder Damen) mit dem einen 
Neuner, welchen mein Gegner schon hat, entweder zwei Asse 
(Könige oder Damen) oder einer der beiden übrigen Neuner 
mit einem Asse (Könige oder Dame) verbunden werden müssen. 
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Treten zwei gleiche Karten hinzu, so kann das vierte Blatt 
ein beliebiges aus den übrigen 13 Karten sein; da aber 4 Asse 
(Könige oder Damen] 6 mal zu je zweien genommen werden 
können, so entstehen dadurch jedesmal 78 Fälle. Wird mit 
einem der übrigen Neuner ein Ass (König oder Dame) ver- 
bunden, so kann das vierte Blatt ein beliebiges einer anderen 
Farbe und geringeren Werthes sein. Es können also ver- 
bunden werden mit dem Carreau-Ass 9 Blätter und mit jedem 
andern Asse 10 Blätter, was 39 Fälle giebt; mit dem Can-eau- 
König 6 und mit jedem andern Könige 7 Blätter, was 27 
Fälle giebt; mit der Carreau-Dame 3 und mit jeder andern 
4 Blätter, was 15 Fälle giebt. Diese letzteren Zahlen sind 
wegen der beiden noch übrigen Neuner doppelt zu nehmen 
und zu ihnen einzeln noch die 78 oben gefundenen Fälle zu 
addiren; man erhält dann 156 Trigen mit Assen, 132 Trigen 
mit Königen und 108 Trigen mit Damen, also insgesammt 
396 Trigen, welche meinen Gegner gewinnen lassen. Addire 
ich nun die Anzahl der* Quadrigen, Fluvien und Trigen zu 
einander, so erhalte ich 74 + 78 + 396 = 548 Fälle, welche 
für meinen Gegner günstig sind, und daher ist hier seine 
Hoffnung gleich ||^|. In der dritten Columne der auf der 
folgenden Seite stehenden Tafel finden sich die Hoffnungen 
meines Gegners, welche allen Möglichkeiten betreffs der mir 
noch zufallenden zwei Karten entsprechen, in der Weise an- 
gegeben, dass dort die Anzahl der meinem Mitspieler günstigen 
Fälle angegeben sind; diese sind zugleich die Zähler seiner 
Hoffnungen, deren gemeinsamer Nenner 969 ist. 

[181] Die Gewinnhoffnungen von uns Beiden, bevor ich 
meine letzten zwei Karten erhalte — und nach diesen war 
gerade gefragt — lassen sich nun leicht berechnen. Zunächst 
finde ich mit Hülfe der Zahlen der zweiten und dritten Columne 
(nach Satz HI des ersten Theiles, wobei zur Vereinfachung 
der Rechnung alle Zahlen der dritten Columne, zu welchen in 
der zweiten Columne die gleiche Zahl von Fällen gehört, vor- 
her addirt worden sind) für die Hoffnung meines Gegners 

3 . 1902 + 4 • 498 -f- 6 • 4614 -j- 8 • 64 35894 17947 
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83 798 
und mithin für meine eigene Hoffnung - — , welche also 

nahezu fünfmal so gross ist als die Hoffnung meines Gegners. 
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[Die Tafel steht im Original auf 8. 178]. 
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6 
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6 


148 
148 
152 
148 
304 
308 
304 
440 
436 
548 


Summe : 


210 





Uebrigens bieten sich für denjenigen, welcher die Tafel 
prüft, auf den ersten Anblick noch viele andere Sätze dar, 
wie z. B. die folgenden. Ich komme durch einen Neuner und 
eine Dame zu der gleichen Hoffnung wie durch zwei Könige, 
durch zwei Zehner zu der gleichen Hoffnung wie durch ein 
Ass und einen König, eine Dame oder den Zehner gleicher 
Farbe. Ein Neuner mit einem Buben oder Zehner ist mir 
mehr werth als zwei Damen. Zwei Blätter von verschiedenem 
Werthe und verschiedener Farbe sind immer dann ein wenig 
besser, wenn keine Karte davon eine Treffkarte ist, als wenn 
dies der Fall ist. Eine Dame und ein Zehner anderer Farbe 
sind mir vortheilhafter als ein Bube und ein Zehner, welche 
für meinen Gegner mehr werth sind; u. s. w. 

Alles Bisherige gilt nur für die Annahme, dass ich bei 
Beginn des Spieles zwei und mein Mitspieler einen Neuner 
hat. Ist mir aber kein Blatt meines Mitspielers bekannt, so 
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komme ich zu ganz anderen Hoffnungen und zu einer ganz 
anderen Tafel, welche der fleissige Leser nach dem gleichen 
Verfahren, nur mutatis mutandis aufstellen mag. Wenn er die 
Rechnung richtig durchführt, so findet er, dass sich in diesem 
Falle meine Hoffnung zu der meines Gegners wie 346988 zu 
26077 verhält, dass sie also mehr als 13 mal grösser ist 
als diese. 

Es war ursprünglich meine Absicht gewesen, hier noch 
einige andere Fragen, welche häufig unter den Mitspielern 
discutirt werden, zu beantworten ; z. B. : Ist es bei Beginn des 
Spieles vortheilhafter, [182] einen Neuner und einen Buben 
oder Zehner zu haben, als zwei Asse? Welcher von zwei 
Spielern, von denen der eine zwei Asse, der andere einen 
Neuner und einen Buben oder Zehner erhalten hat, besitzt die 
grössere Gewinnhoffnung? und ähnliche Fragen. Da es aber 
schon den Anschein haben kann, als hätte ich auf Nichtig- 
keiten zu viel Zeit verwendet, so will ich diese und andere 
diesbezügliche Fragen dem wissbegierigen Leser zu lösen und 
zu berechnen überlassen. 



Aufgabe. Bei irgend einem Glücksspiele ist der 
Bankhalter (le banquier du jeu) dadurch im Vortheil, 
dass die Zahl der Fälle, in welchen er gewinnt, ein 
wenig grösser ist, als die Zahl der Fälle, in welchen 
er verliert, und dass zugleich die Zahl der Fälle, in 
welchen er auch bei dem folgenden Spiele Bankhalter 
bleibt, grösser ist als die Zahl der Fälle, in welchen 
sein Amt an einen Mitspieler übergeht. Wieviel sind 
diese Vorrechte des Bankhalters werth? 

Lösung. Die Anzahl der Fälle, in welchen der Bank- 
halter gewinnt, möge sich zu der Anzahl der Fälle, in welchen 
er verliert, verhalten wie p zu q^ wo also p'^ q ist, und 
die Anzahl der Fälle, in welchen er sein Amt behält, zu der 
Anzahl der Fälle, in welchen er es verliert, wie m zu w, wo 
m^ n ist. Würde man nun auf das gerade im Gange be- 
findliche Spiel nur und nicht zugleich auf das nächstfolgende 
Spiel Rücksicht nehmen, so erhielte man für die Hoffnung des 

Bankhalters — - — (wegen der p Fälle für den Einsatz l und 

P+1 q 

der q Fälle für 0) und für die des Mitspielers — 7 — ; beide 
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würden sich also wie p zu q verhalten. Berücksichtigt man 
aber auch die ferneren Spiele, so gestalten sich die Verhält- 
nisse verwickelter, und es ist nicht sofort in die Augen 
springend, wie die Prärogative im gegenwärtigen Spiele und 
die Hoffnung auf die Prärogative [183] im folgenden Spiele 
zusammen zu schätzen sind; man kommt sehr leicht zu trüge- 
rischen Schlussfolgerungen, wenn man nicht genau Acht giebt. 
Ich hatte früher die Aufgabe folgendermaassen angefasst. 
Bliebe der Bankhalter immer in seinem Amte, so hätte er die 

Hoffnung — ; wenn aber Gefahr für ihn vorhanden ist, sein 

Amt zu verlieren, so muss seine Hoffnung geringer sein. 

Bezeichne ich die Hoffnung des Bankhalters mit x und die 

seines Mitspielers mit y, so würde ich finden (wegen der p Fälle 

für 1 , der ^ Fälle für 0, der m. Fälle Bankhalter zu bleiben 

und der n Fälle die Stelle des Mitspielers zu erhalten): 

p -+- mx + ny ^ , g -\- my -\-nx 

X = -^-, ; r^ und ebenso y =~ r ; — j oder 

p -{-q-^m -{- n p -\~ q -\- m -f- n 

X : y =j3 -{- n: q -}- riy also kleiner als p : q. Oder: da dem 

Bankhalter — ^ — und seinem Mitspieler — \ — des Einsatzes 
p-^rq p + q 

gebührt, und da der Bankhalter in m Fällen sein Amt behält 

und in n Fällen es verliert, so würde sich für ihn die Hoff- 

P Q 

m — \- n 



p + q P + q mp + nq 
nung ergeben: -^ ^ ^ ^ = ^^-^7 — 7 — v, und 

für seinen Mitspieler , ^tt — -, — ^v übrig bleiben; es würde 

[m-{-n][p-\- q) 

also das Verhältniss [mp -\-nq)\ [mq -{- np) resultiren, welches 
zwar kleiner als jt? : ^, aber von dem zuerst gefundenen Ver- 
hältnisse verschieden ist. In der That verwarf ich auch bald 
beide Lösungen als unrichtig, da es völlig widersinnig erscheint, 
dass die grössere Wahrscheinlichkeit, welche der Bankhalter 
hat, sein Amt zu behalten, den mit diesem Amte verbundenen 
Vortheil verringert statt vergrössert. Ich neigte dann längere 
Zeit der Ansicht zu, dass die Hoffnungen aus den beiden 

7) TU 

Brüchen — und — zusammengesetzt seien und sich verhalten 
q n 

wie pm : qn^ welches Verhältniss grösser als j9 : j oder m : n 

ist. Aber auch diese Lösung ist unrichtig. Ich will aber 

nicht zeigen, worin der Fehler bei diesen Berechnungen liegt. 
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sondern unverzüglich die richtige Lösung ableiten, welche jene 
durch ihre augenscheinliche Wahrheit sofort in den Schatten stellt. 

Wer die richtige Lösung finden will, muss zwei Dinge 
beachten. Nämlich erstens muss er bestimmen, wieviel dem 
Bankhalter nicht von dem ganzen Einsätze, [184] sondern nur 
von dem Einsätze seines Mitspielers gebührt (was nach Satz III, 
Zusatz 5 im ersten Theile zu bestimmen ist); zweitens muss 
er diesen dem Bankhalter gebührenden Antheil für die ein- 
zelnen aufeinander folgenden Spiele berechnen, aus deren 
SummiiTing sich dann die Gesammthoffnung ergiebt. 

Es mögen die beiden Spieler unter sich festgesetzt haben, 
dass nach jedem Spiele der Sieger von dem Unterlegenen die 
Summe a erhält. Mithin ist der dem Bankhalter gebührende 
Antheil von der Summe a seines Mitspielers bei dem ersten 
Spiele (wegen der p Fälle, a zu gewinnen, und der q Fälle, 
a zu verlieren), gleich 

üa+ö( — a] p — q r 
^— ^^ = ^ a = -a, 

P + ^ P + 9 s 

m 

wobei p — q = r^ p ^ q =z s gesetzt ist; folglich gebührt 

r 

dem Mitspieler a. Da nun der Bankhalter zugleich m Fälle 

8 

hat, in welchen er auch beim nächsten Spiele sein Amt be- 

r 

hält, d. h. zu der Hoffnung -a kommt, und n Fälle, in welchen 

* r 
er sein Amt verliert und also die Hoffnung a erhält, so 

s 

hat der Bankhalter, beim zweiten Spiele die Summe a zu 
erhalten, die Hoffnung: 

ra , — ra 

m [- n 

s 8 r m — n rt 

a =i — a 



m -{- n 8 m -\-n 8V ^ 

wobei m — n = t^ m -\- n = v gesetzt ist; folglich gebührt 

rt 
dem andern Spieler a. In gleicher Weise findet man, 

SV ' 

dass der Bankhalter, um beim dritten Spiele die Summe a 
zu erhalten, die Hoffnung hat: 

rt . — rt 

m — a + ;^ a , 

SV SV rr 

a 



m -{- n sv'^ ' 
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und der andere Spieler ^a. Ebenso ergeben sich für 

den Bankhalter beim vierten, fünften, . . . Spiele die Hoff- 

nuneen — ^ a, — t a , . . . und für seinen Mitspieler dieselben 

Werthe mit negativen Zeichen. [185] Die Summe aller dieser 
Hoffnungen giebt nun die Gesammthoffnung des Bankhalters, 
bez. seines Mitspielers. Haben Beide z einzelne Spiele ver- 
abredet oder so viele thatsächlich gemacht, wenn sie zu spielen 
aufhören, so ist die Hoffnung des Bankhalters gleich 

r . t r f^ r ^^~* r ra v^ 

— U — |— — — U — t- —r — U — j— • • • — r* Cl = 

S V S V^ S V'~^ s st 

V 



ra Tm -{' n t' "| 



Folgerung 1. Ist die Differenz zwischen m und n im 

Verhältniss zu ihren Werthen und also auch — sehr klein 

oder wenigstens die Anzahl z der einzelnen Spiele sehr gross, 
so kann man ohne merklichen Fehler das zweite Glied in der 
vorstehenden Formel vernachlässigen und die Hoffnung des 

Bankhalters gleich — — setzen. 

s 2n 

Folgerung 2. Wenn in kurzer Zeit eine grosse Anzahl 

von Spielen gemacht werden kann, der Bankhalter aber nicht 

mehr am Spiele theilnehmen und sein Vorrecht einem andern 

Spieler verkaufen will, so muss ihm dieser die Summe 

ar m -\~ n 

geben. Will der Bankhalter aber zwar noch am 

s 2n 

Spiele theilnehmen, jedoch sein Amt einem andern Mitspieler 

überlassen, so muss dieser ihm die doppelte Summe, also 

ar m -^ n 

geben; denn die Hälfte dieser Summe gebührt dem 

S ti 

Bankhalter, wenn das Spiel ganz aufgegeben wird, und die 
andere Hälfte, wenn er dann mit seinem Gegner das Spiel 
wieder aufnimmt und diesem zugleich das Amt des Bank- 
halters überlässt. 
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Folgerung 3. Für m=^p und w = j reducirt sich der 

Werth -^— auf -^ — ^ - 

s 2n 2q 



[186] 

Aufgabe. Es sind die Gewinnaussichten in dem gewöhn- 
lich Bockspiel genannten Kartenspiele zu bestimmen. 

Dieses Spiel ist in unserem Lande sehr üblich. Es wird 
mit Spielkarten von zwei oder mehr Theilnehmem gespielt. 
Einer von ihnen, welcher das Amt des Bankhalters versieht 
(welcher den Bock hat), mischt die Karten und vertheilt 
sie dann in so viele Häufchen, als — ihn selbst mitgezählt 
— Personen am Spiele theilnehmen. Darauf kauft jeder Mit- 
spieler sich ein Häufchen um einen beliebigen Preis, während 
das übrig bleibende Häufchen der Bankhalter erhält. Dann 
kehrt der Bankhalter sämmtliche Häufchen um, wodurch die 
unterste Karte jedes Häufchens (und sonst keine) sichtbar 
wird. Der Bankhalter hat nun allen Mitspielern, deren 
Karten höheren Werth haben als die seinige , so viel auszu- 
zahlen, als jeder von ihnen eingesetzt hatte; die übrigen Spiel- 
theilnehmer aber, welche Karten von niedrigerem oder gleichem 
Werthe als der Bankhalter haben, verlieren ihren Einsatz an 
diesen. In seinem Amte verbleibt der Bankhalter so lange, 
als er auch nur einen der Mitspieler besiegt, und er verliert 
es nur, wenn er von allen zugleich besiegt wird. 

Lösung. Um die Gewinnhoffhung des Bankhalters zu be- 
stimmen, braucht man nur zu ermitteln, welche Werthe die 

Verhältnisse — und — der vorigen Aufgabe hier haben , und 

q n ' 

diese Werthe dann in die dort gefundene Formel einzusetzen. 

Die Anzahl der Farben des Kartenspiels sei gleich f und die 

der Blätter in jeder Farbe gleich g, sodass das Kartenspiel 

insgesammt /^ Blätter enthält. 

1. Wenn nun zwei Häufchen gebildet werden, so 

können ihre beiden untersten Blätter so oft verschiedene sein, 

als sich von den sämmtlichen fg Karten Binionen bilden 

lassen, deren Anzahl gleich J-^-^J-^ ' ist. Von diesen Bi- 

nionen bestehen einige aus Karten gleichen Werthes, andere 
aus Karten verschiedenen Werthes. Da je jT Blätter von 
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f[f—\) 
gleichem Werthe , welche - — ^^— Binionen liefern , und ff 

verschiedene Werthe vorhanden sind, so ist die Anzahl aller 
Binionen, [187] welche zwei Blätter gleichen Werthes ent- 

halten, gleich ^^ —— ; subtrahirt man diese Zahl von 

der Anzahl aller Binionen der fg Karten, so bleiben 

/** n ( n 1 ^ 

\. Binionen übrig, in welchen die beiden Karten 

von verschiedenem Werthe sind. Sind die beiden untersten 
Karten gleich, so gewinnt der Bankhalter nach der Spiel- 
ordnung, was für ihn den Werth 1 hat; haben sie aber ver- 
schiedenen Werth, so hat jeder der beiden Spieler die gleiche 
Hoffnung auf Gewinn wie auf Verlust, da jeder gleich leicht 
eine minderwerthige oder eine mehrwerthige Karte als der 
andere ziehen kann; dies ergiebt für jeden den Werth \, Der 

Bankhalter hat also ^^ ^•{"" ^ ^ Fälle für l und - ^^Sfiff"^) 



Fälle für \\ folglich ist seine Hoffnung gleich 



2(/i7-l) 



und die seines Mitspielers gleich ^rr^^ — - ~r Die deiche 

2 {fg — 1) 
Hoffnung würde der Bankhalter (nach der Anmerkung ^"^^ zu der 

Aufgabe XI im ersten Theile, S. 3 1) haben, wenn er fg +y — 2 
Fälle für Gewinn undi fg-^f Fälle für Verlust hätte; folg- 
lich ist 

Da er nun sein Amt auch in dem nächsten Spiele behält, 
wenn er gewinnt, und es verliert, wenn er besiegt wird, so 
ist hier auch m = p und n = q, 

Bemerkung. Für /= 4 wird p : q = 2^+ 1 : 2g — 2; 
nimmt man noch <7 = 9 an, so erhält man p'-q = 19 ' 16. 
Setzt der Mitspieler die Summe a für jedes Spiel ein, so hat 
(nach der vor. Aufgabe und der Folgerung (3)) der Bankhalter 
für das erste Spiel die Hoffnung ^-^a und für alle Spiele die 
Hoffnung ^^a, wobei, wenn nur 7 Spiele im Ganzen gemacht 
werden, der letztere Werth nur um YGJSJi^J5i5WG^ ^^^ wahren 
Werthe ') abweicht. Wenn also der Bankhalter das Spiel auf- 
geben will, so kann er seine Stelle um ^^a an einen Dritten 
verkaufen; will er aber das Spiel fortsetzen und nur seinem 
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Mitspieler das Amt des Bankhalters überlassen, so muss er 
j^^a von jenem erhalten. 

2. Wenn drei Häufchen gebildet werden und drei 
Spieler, einschliesslich des Bankhalters, sich an dem Spiele 
betheiligen, so sind die untersten Blätter irgend zweier der 
drei Häufchen so vielen Möglichkeiten unterworfen, als Binionen 
aus sämmtlichen Karten gebildet werden können; denn man 
kann das dritte Häufchen als gar nicht vorhanden [188] und 
seine Karten unter die übrigen vertheilt annehmen. Daraus 
folgt, dass der Bankhalter soviele Fälle hat, in welchen er 
jeden einzelnen seiner Mitspieler oder dieser ihn besiegt, als 
sich bei der Annahme von nur zwei Häufchen ergeben hatten, 
d. h. es verhält sich auch hier p:q = [fg +/ — 2) : [fg — /). 
Für f= 4, auf welchen Fall ich mich, der kürzeren Reclinung 
wegen und weil nur Kartenspiele mit 4 Farben in Gebrauch 
sind, beschränke, verhält sich also 

p:q = [2g-\-\):{2g-2). 

Das Verhältniss m : n dagegen ändert seinen Werth mit der 
Anzahl der Spieler und der Häufchen; je mehr es deren sind, 
um so schwerer nur kann der Bankhalter sein Amt einbüssen. 
Bei drei Häufchen können die drei untersten Blätter so oft 
verschieden sein, als es von 4^ Dingen Ternionen giebt, deren 

Anzahl gleich \^^\ = ^^-^ + 4^ .^^ ^^^^^^ ^^^ 

diesen Ternionen enthalten drei Blätter gleichen Werthes, 
andere nur zwei Blätter gleichen Werthes und ein drittes Blatt 
von anderem Werth, noch andere drei Blätter, deren Werthe 
sämmtlich von einander verschieden sind. Die vier Blätter 
jedes Werthes lassen 4 Ternionen und 6 Binionen zu; da 
es nun g Werthe giebt, so ist die Anzahl aller Ternionen 
gleichen Werthes gleich 4 g und die aller Binionen gleich 
6^. Zu jeder Binion kann man ein beliebiges von den 
Ag — 4 Blättern der übrigen g — 1 Werthe hinzunehmen; dies 
giebt 24^* — 24^ Ternionen, welche zwei gleichwerthige 
Karten enthalten und bei deren einer Hälfte , 1 2 ^* — 1 2 ^, 
die dritte Karte eine mehrwerthige , bei deren anderer Hälfte 
diese eine minderwerthige Karte ist. Subtrahirt man nun 4 g 
und 24^* — 24^ von der Anzahl aller Ternionen, so bleibe» 

— ^ Ternionen übrig, bei welchen keine zwei 

Karten gleichen Werth haben. 

Ostwald^s Klassiker. 108. 4 
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* 

Nach der Spielordnung kann der Bs^^altex ^^ Ai^t 
nicht verlieren, wenn die drei untersten Kartenblätter gleicj^- 
werthig sind oder wenn zwei gleichwerthig sind und das diitte 
höheren Wcrth hat. Ist das dritte Blatt aber Djunderw^erthig 
oder haben alle drei Blätter verschiedenen Werth, so kann er 
sein Amt nur verlieren, wenn ihm die Karte mit de^i gering- 
sten Werthe zufällt, was in einiem Falle geschehe kann, 
während zwei Fälle für das Gegentheil vorhanden sind; dies 
giebt ihm jedes Mal die HoflBiung f. Der Ban^haUer hat 
daher 4^ Fälle für 1, ng^—\2g wei,tere Fälle füy i, 

\^g^-ng FäUe für | und [189] nochmals ^^^'-y + 64g 
Fälle für |; daraus folgt für seine Holzung, daa Amt des 

Bankhalters zu behalten, der Werth ttt^ —^ ^r und für 

24^* — 18^+3 

das Gegentheil ^ ^ - Die gleichen Hoffnungen- 

würde der Bankhalter haben, wenn er 16^ — 3^ — 4 Fälle 
für Beibehaltung und 8^—15^+7 Fälle für Verlust s^iaes 
Amtes hätte. Folglich verhält sich 

m:n = [IQg' - 3 (/ - 4) : (8^' - Ibg + 7). 

Bemerkung. Für ^ = 9 verhält sich p : q = 1% : \Q 
und m : n = 253 : 104. Setzt nun der erste Mitspieler die 
Summe a, der zweite b ein, so hat der Bankhalter (nach der 
vorigen Aufgabe und Zusatz 1) in Bezug auf den ersten Mit- 

•1 A' jj ff a{p — g)(m + n) 153 . . xk. 

Spieler die Hoffnung —^ — -^-^ — = tttt öi und m Bte^ 

{P + 9) ' ^^ 1Ö.40 

zug auf den zweiten Mitspieler -^ — -^ — ^==— r-rr o, 

(P + 9) ' ^^ 1^40 

also in Bezug auf Beide iVtV (^ + ^) 1 l^i^rhei ist die Af>r 
weichung vom wahren Werthe bei 11 Spielen Irteiaei' als 

• Deshalb wird der Bankhalter seine Stelle irgeud 

eiuem Vierten um den Preis von iV\^ (^ + *) verkaufen; wiü 
er aber nur mit einem der Mitspieler, z. B. müi demjenigen, 
wel<cher a eingesetzt hat, seinen Platz tauschen, so muBS er 
von jenem -j^V (2a +6) erhalten, da nach dem eben G«^ 
sagten ihm to A (^ + ^) gebühren, wenn er das Spiel ab- 
brechen würde, und noch ^^ a dafür, daa3 er daa Amt d^ 
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Bj^ikhalters an seinen Mitspieler abtritt und sich so zu dessen 
Bcholdneir für diese Summe macht. 

3i. Wenn vier Häufchen gebildet werden und ein- 
schliesslich des Bankhalters ebensoviele Spieler sich betheiKgen, 
so giebt es wieder ebensoviele Fälle, in welchen der Bank- 
halter jeden einzelnen seiner Mitspieler besiegt oder von ihm 
besiegt wird, wie bei den vorigen zwei Annahmen. Dies gilt 
auch für jede beliebige Anzahl von Häufchen, da man immer 
je zwei so ansehen kann, als ob sie allein vorhanden wären. 
Daher behält das Verhältniss p : q immer seinen Werth: 

p:q = [2ff+l): [2 ff - 2). 

Das Verhältniss m : «, welches mit der Anzahl der Häufchen 
wächst, ermittele ich folgendermaassen. In Bezug auf die 
untersten Blätter der vier Häufchen sind die Fälle möglich: 
I. Alle vier Karten haben denselben Werth; H. drei Karten 
haben gleichen Werth und die vierte höheren ; HI. drei Karten 
haben gleichen Werth und die vierte geringeren; IV zwei 
Karten haben gleichen Werth und die beiden übrigen gleichen, 
abe^ von dem ersteren verschiedenen Werth; V. zwei Karten 
haben gleichen Werth und die beiden andern unter sich [190] 
und von dem ersten verschiedene Werthe, welche beide höher 
sind als der erstere, oder VI. welche beide niedriger sind, 
oder Vn. von denen der eine höher, der andere niedriger 
ist; Vni. alle vier Blätter haben von einander verschiedene 
Werthe. 

Tritt von diesen Fällen I, H, IV oder V ein, so kann 
der Bankhalter sein Amt nicht verlieren. In den Fällen HI, 
VI, VII und Vin kann er es nur verlieren, wenn er die 
minderwerthigste Kiirte erhält, also in einem Falle, während 
er in drei i^äUen sein Amt innebehält; dies giebt ihm jedes- 
mal di^ Hoffnung |. Nun kann die Möglichkeit I in ^ Fällen 
eintreten, 11 in 8^* — 8^ Fällen, HI in ebensovielen Fällen, 
IV in XSff^ — ISg Fällen, V in 16^» — 48^* -f- 32^ Fällen, 
VI und VIX in ebensovielen Fällen und VHI in -^-^-ff^ — 64 5^^ 
+ H^g^ — 64^ Fällen; die Anzahl aUer Fälle ist gleich der 

Anzahl der Quatemipnen von 4^ Blättern, also gleich j ^l 

= -^g* — 16^' + "V"^^ — g- Die nähere Begründung dieser 
Z^hl^n überlasse ich, um Worte zu sparen, dem Leser. Der 
Bankhalter hat mithin [g + {Sg^ — 8^) + (18^* — 18^) 
+ (16^3 _ 43^2 ^ 32^)] = 16(7' — 225^* + lg Fälle für 1 

4* 
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und [(8^* — 8^) + 2 (16^» — 48/ + 32^) + (-^-^ — 64^^» 
+ ^F/ - 64(7)] = S^g' - 32/ + -V-/ - 8(7 Fälle fiir | ; 
folglich hat seine Hoffnung, das Amt zu behalten, den Werth 

24/ — 24/ + 3 ^ ^. ,. ;, w .1. 

—-— r — ,^ , . ^^ , und die, es zu verlieren, den Wertn 

32/ — 48/ + 22^ — 3 ' ' ^ 

8/ — 24/ + 22flr — 6 „. ^ ^ ^ 

j-^—^ ,/ ^ . ../ r • Hieraus findet man 

32/ — 48/ + 22^ — 3 

m:n = (24/ — 24/ + 3) : (8/ — 24/ + 22^ — 6). 

Bemerkung. Für ^=9 verhält sich /?:§'= 19: 16 unämin 
= 15 555 : 4080 = 61 : 16. Hat nun der erste Mitspieler öt, 
der zweite b und der dritte c eingesetzt, so ist die Hoff- 
nung des Bankhalters gleich ~ ^^ — (a + S + c) 

= Y^^ (a + S -f- c), wobei der Fehler kleiner als — — 

bei 15 Spielen ist. Will der Bankhalter das Spiel aufgeben 
und seinen Platz an irgend einen Fünften verkaufen, so kann 
er den Preis ^^^ (a + J + c) beanspruchen; will er aber 
nur mit einem seiner Mitspieler [191] seinen Platz vertauschen, 
so muss er von demselben ^g'^ (2 a + 5 + c), -^^^^ (a + 2 6 + c) 
oder 1^^ (a + ft + 2c) erhalten, je nachdem derselbe a, b 
oder c eingesetzt hat. 

Ganz ähnlich lässt sich der Werth des dem Bankhalter ein- 
geräumten Von*echtes berechnen, wenn noch mehr Spieler theil- 
nehmen und die ihnen entsprechende Anzahl Häufchen gebildet 
wird s). 



Aufgabe. Das Bassette-Spiel. 

Dieses Spiel ist sehr berüchtigt in Folge der zahllosen 
Streitigkeiten und tragischen Ausgänge, zu welchen es, von 
hier ausgehend, hauptsächlich in Italien und Frankreich, Ver- 
anlassung gegeben hat; deshalb wurde das Spiel in jenen 
Ländern auch bald verpönt und unter Androhung schwerer 
Sti-afe verboten. In der Zeit, in welcher die Ausübung des 
Spieles besonders am französischen Königshofe blühte, unter- 
warf der französische Mathematiker und Hofmeister des da- 
maligen Dauphin, Joseph Sauveur^), die Gewinnhoffnungen 
der Spieler seiner Berechnung; die berechneten Gewinnhoff- 
nungen veröffentlichte er dann, in Tafeln kurz zusammengestellt, 
in dem Pariser »Journal des S^avans« im Februar 1679. 
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Aus dieser Zeitschrift geben wir dasjenige über die Natur 
dieses Spieles und seine Gesetze wieder, was zur Prüfung der 
Tafeln und zur Auffindung des von dem Verfasser nicht mit- 
getheUten Rechnungsverfahrens zu wissen nöthig ist. 

Nachdem der Spieler, welcher das Amt des Bankhalters 
versieht, ein vollständiges Kartenspiel genommen und gemischt 
hat, legen die übrigen Spieler vor sich auf den Tisch je ein 
Kartenblatt von beliebigem Werthe, welches jeder aus irgend 
welchem anderen Kartenspiele genommen hat, und belegen 
dasselbe mit einer Geldsumme von willkürlicher Höhe. Darauf 
dreht der Bankhalter sein ganzes Kartenspiel um, sodass die 
unterste Karte offen obenauf zu liegen kommt. Mit diesem 
Kartenblatte beginnend, hebt er der Reihe nach jedesmal zwei 
Blätter ab und setzt dies so lange fort, als Karten noch vor- 
handen sind; dabei wird von jedem Paare die obere Karte 
zu Gunsten des Bankhalters und die untere Karte zu Gunsten 
der Spieltheilnehmer gezählt. Ist z. B. die obere Karte ein 
König, so streicht der Bankhalter alle Einsätze ein, welche auf 
Könige gemacht sind; ist dagegen die untere Karte ein König, 
so muss der Bankhalter so viel an die betreffenden Mitspieler 
auszahlen, als von ihnen auf Könige gesetzt worden war. 
[192] Bis hierher hat noch Keiner vor irgend einem Andern 
einen Vortheil voraus. Es gelten aber ausserdem noch die fol- 
genden Spielregeln. 

1. Haben die beiden Blätter eines Paares den gleichen 
Werth — welche man dann doublets nennt und welche wir 
ein Zwillingspaar (gemella) nennen wollen — , so soll, 
statt dass sich Gewinn und Verlust aufheben, wie es nach 
den obigen Regeln der Fall sein würde, der Bankhalter allein 
gewinnen und also die Einsätze, welche auf Kartenblätter des- 
selben Werthes gemacht waren, einstreichen dürfen. 

2. Jeder Spieler darf auch mitten im Spiele sich um 
einen beliebigen Preis irgend eine Karte neu kaufen. Dann 
können unter den übrigen Karten des Bankhalters nocH 1, 2, 
3 oder alle 4 Karten sein, welche denselben Werth haben 
wie die neu hinzugekaufte Karte des Mitspielers: jedem dieser 
Fälle entspricht aber eine andere Gewinnhoffnung. Das 
Kartenpaar, dessen obere Karte für alle Mitspieler offen liegt, 
kommt in Bezug auf die in diesem Augenblicke neuerworbene 
Karte eines Mitspielers nicht in Beti-acht; und zwar erwirbt 
diese Karte, wenn sie mit der unteren Karte des Paares 
gleichen Werth hat, ihrem Besitzer als verfrüht (praecox. 
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trop jenne) nicht nur nichts ^ sondern sie zwingt ihn, sich 
eine neue Karte auszuwählen. Hat aber die ober^ Karte des 
nächsten Paares gleichen Werth mit der neuerworbenen Karte 
eines Mitspielers, so hat sie für den Bankhalter yiermiiiderten 
Werth (c'est une face) und erwirbt ihm nur f rom Einsätze 
des betreflFenden Spielers. 

3. Auch das obere Blatt des ersten Paares hat vermin- 
derten Werth, da der Verdacht bestehen kann, dass es vom 
Bankhalter vorher gesehen worden ist, und lässt ihn ebenfalls 
nur f von den betreffenden Einsätzen gewinnen. 

4. Ist, wenn sich der Mitspieler seine Karte kauft, nur 
noch eine Karte desselben Werthes vorhanden, so kann kein 
Zwillingspaar, in welchem gerade der Vortheil des Bankhalters 
liegt, vorkommen. Deshalb ist zu seinen Gunsten festgesetet, 
dass in diesem Falle die letzte von allen seinen Karten, welche 
sonst dem Mitspieler Nutzen bringen könnte, nichts gilt. 

Lösung. Nunmehr gehe ich dazu über, die Gewinnhoff- 
nungen des Bankhalters genau zu berechnen. Bezeichnet man 
die Anzahl der noch übrigen Kartenpaare mit n, also die 
Anzahl der Kärtenblätter mit 2n, und setzt man den Einsatz 
irgend eines Mitspielers gleich 1, so muss man zunächst be- 
achten, dass von jedem einzelnen Paare entweder kein Blatt 
oder ein Blatt oder beide Blätter den gleichen Werth haben 
können, welchen die Karte dieses Mitspielers besitzt. Wenn 
keine Karte des Paares diesen Werth hat, so kann der Bank- 
halter durch dasselbe nichts gewinnen und nichts verlieren. 
Hat nur eine Karte diesen Werth, so kann sie ebenso leicht 
an erster wie an zweiter Stelle liegen, [193] und es giebt 
daher ebensoviele Fälle, in welchen der Bankhalter gewinnt 
und den Einsatz 1 des Mitspielers erhält, als Fälle, in welchen 
er verliert und daher ( — 1) erhält. Da sich somit diese Fälle 
gegenseitig aufheben, so vereinfacht sich die Rechnung sehr 
erheblich, und es bleiben nur die Fälle zu betrachten übrig, 
in welchen das Kartenpaar ein Zwillingspaar ist, beide Blätter 
also den betreffenden Werth haben. 

I. Hat der Bankhalter unter seinen 2n Karten nur noch 
eine Karte des streitigen Werthes, so kann von demselben 
kein Zwillingspaar vorkommen. Er hat also in Bezug auf jedes 
folgende Paar, dessen obere Karte nicht verminderten WerÖi 
hat, die Gewinnhoffnung (siehe Taf. 5); ausgenommen dar 
von ist das letzte Paar, in welchem hi«r gerade sein ihm ein- 
geräumter Vortheil liegt. Denn die untere Karte des letzten 
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Paares, welche den Mitspieler gewinnen lassen könnte, zählt 
für ihn nach der vierten Spielregel nicht mit. In Bezug anf 
äUe Pä,are hat daher der Bankhalter einen FäU mehr ftlt Ge- 
winn als für Verlust, und da im Ganzen 2n Fälle für die 
mögliche Lage der streitigen Karte vorhanden sind, so ist 

seine Gewinnhoffhung in Bezug auf alle Paare, wenn sie un- 

1 
verminderten Werth haben, gleich -r— (s. Taf. l). Wenn aber 

2n ^ ' 

das nächstfolgende Paar für den Bankhalter verminderten 

Werth hat, so gifebt es unter Allen 2n Fällen einen, durch 

welchen er \ von dem Einsätze seines Mitspielers auf Grund 

der dritten Spielregel verliert, was eine Verminderung seiner 

1-4 1 

Gewinnhoffnung um ^ = -— (s. Taf. 2) bedeutet. Sub- 

trahirt man diesen Werth von -— - und von 0, so erhält man 

11 2« ' 

-— Und — — - , welche Werthe die Gewinnhoffnungen des Bank- 

Oft 7© 

halters in Bezug auf das ganze Spiel und in Bezug auf das erste 
Paar angeben (s. Taf. 3 und 6). 

IL Wenn der Bankhalter noch zwei Karten des strei- 
tigen Werthes hat, so sind für ihre Lage so viele Möglich- 
keiten vorhanden, als es Binionen von 2n Blättern giebt, 

2n{2n — 1) 

nämlich — ^— -* Unter diesen Fällen befindet sich ein 

2 

einziger, in welchem die beiden Karten des streitigen Werthes 
mit einander combinirt sind. Es giebt also in Bezug auf jedes 
vöUwerthige Kai-tenpaar, welches der Bankhalter noch hat, 
eihett Fäll und in Bezug auf alle n Paare, wenn sie voUwerthig 
sind, n Fälle, in welchen der Bankhalter durch das Zwillings- 
paar gewinnt. In Bezug auf das erste Paar, wenn es vollen 
Werth hat, ist mithin die Gewinnhoffnung des Bankhalters 

1 1 

^^'^'^ 2n(2n-l) == 2i^^^ ^^^ ^ ^"'^^ ^""^ "" ''''^' 

2 n 1 

werthige Paare gleich zr—i = :;^ r (8. Taf. 5 und 1). 

® ^ 2n* — n 2w — 1 ^ ' 

Ist die eine Karte des streitigen Werthes die obere Karte des 

ersten Paares und deshalb also nach der dritten Spielregel 

von geringerem Werthe, so erhält man, da die zweite Karte 

[194] an jeder der 2n-^l übrigen Stellen — gleichgültig 



56 Jakob Bernonlli. 

an welcher Stelle — liegen kann, ebensoviele Fälle, in welchen 
der Bankhalter den dritten Theil des Einsatzes seines Mit- 
spielers einbüsst, und folglich vermindert sich seine Gewinn- 

(2^—1)4- 1 , r^ ^ ^v « ,.. ,.. X 

hoffnung um ^ — ' ^ = — (s. Tai. 2). Subtrahirt man 

^ 2y^(2;^ — 1) 3;^ ^ ^ 

2 

diesen Werth von und von ~— ö , so bleibt fttr 

2w — 1 2^2 — n^ 

71+1 

seine Gewinnhoffnung in dem ganzen Spiele -r—^ — r— übrig 
und für seine Hoffnung mit dem ersten Paare zu gewinnen 
^ , ^ (s. Taf. 3 u. 6). 

in. Sind noch drei Karten des streitigen Werthes vor- 
handen, so giebt es für ihre Lage ebensoviele Fälle, als es 

2n (2/1— 1) (2w — 2) 

Ternionen von 2 n Blättern giebt, also ^ —^ • 

6 

Aus diesen Fällen suche ich diejenigen heraus, in welchen der 
Bankhalter durch ein Zwillingspaar gewinnt. Haben die beiden 
Blätter des ersten von m noch übrigen Paaren den streitigen 
Werth, so kann das gleichwerthige dritte Blatt an jedem der 
übrigen 2m — 2 Plätze liegen, und es giebt mithin ebenso- 
viele zugehörige Fälle ; setzt man nun für m nacheinander die 
Zahlen 1, 2, 3, . . ., w, so erhält man 0, 2, 4, . . ., 2n — 2 
zugehörige Fälle. Folglich giebt es in Bezug auf alle n Paare 
+ 2 + 4 4- • . . + (2;^ — 2) = w (^^ — 1) Fälle, in welchen 
der Bankhalter durch ein Zwillingspaar gewinnt und das 
Spiel beendigt. Daher ist seine Gewinnhoffnung in Bezug 
auf das erste Paar, wenn es voUwerthig ist, gleich 
2n — 2 3 

2n(2 n^i)[2n^2 ) = 2^^"=!^ ^^^ ^^ ^^^"^ "^^ ^ ^^^^" 

werthige Paare gleich ^^ ^ ^^ ^^'^'^ '^j ^ Y) = 'An^-^ 2' 

6 
(s. Taf. 5 u. 1). Wenn aber eine der drei Karten die obere 
Karte des ersten Paares ist und deshalb nach der dritten 
Spielregel verminderten Werth. hat, so können die beiden 
andern Blätter soviele verschiedene Lagen einnehmen, als 
die übrigen 2n — 1 Blätter Binionen zulassen, nämlich 
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!-^ -; in ebensovielen Fällen erniedrigt sich der 

Gewinn des Bankhalters um den dritten Theil, und folglich 

(2n — 1) {2n — 2) 1 

2 3 

vermindert sich seine Gewinnhoffnung um r- — -77- -r — 

2n{2n — \){2n — 2) 

1 ^3 

= TT- (s. Taf. 2). Subtrahirt man diesen Werth von ^ 

2n ^ ^ 4w — 2 

3 
und -— ^ — : — , so bleibt für seine Gewinnhoffnungeü in Bezug 

auf das ganze Spiel und in Bezug auf das erste Paar allein 

^ "^ ^ und ' T^^'t'^ übrig (s. Taf. 3 u. 6). 



4^« — 2n 4;^* — 2n 

[196] lY. Wenn sich noch alle vier Karten des strei- 
tigen Werthes unter den Karten des Bankhalters befinden, so 
giebt es für ihre Lage ebensoviele Möglichkeiten, als Qua- 
ternionen ; aus allen 2 n Karten sich bilden lassen , also 

2w(2w— ■l)(2w — 2)(2w — 3) _ • ^. 
. ^ ^ — -' Kommen nun zwei dieser 

Blätter in demselben Paare vor, welches das erste von m noch 

übrigen sein mag, so können die übrigen beiden gleichwerthigen 

Blätter so oft ihre Plätze unter den übrigen 2 m — 2 Karten 

wechseln, ; als diese Biniönen zulassen; [196] es ergeben sich 

(2m — 2) [2m— 3) 

also für das betrachtete Zwillingspaar ^^ -^ zu- 

2 

gehörige Fälle. Setzt man nun für m nacheinander die Zahlen 
I, 2, 3, . . ., w, so erhält man 0, 1, 6, 15, 28, . . . ^ '-^ '- 

Fälle, und es giebt daher im Ganzen + 1 + 6+15 + 28H 

. , (2w — 2) (2w — 3) ^ „ . . ' ^ ^ ..,,,. :. , 
+ ^ '-^ Fälle, in welchen der Bankhalter durch 

ein Zwillingspaar gewinnt. - Die Summe der vorstehenden 
Reihe, welche jetzt zu bilden ist, kann auf verschiedene 
Weisen gefunden werden. 

a) Die zweiten Differenzen der Glieder der Reihe sind 
einander gleich, und folglich ist sie eine den figurirten Zahlen- 
reihen ähnlich gebaute Reihe. Wie derartige Reihen aber zu 
Summiren sind, habe ich am Ende des Capitels III im zweiten 
Theile (Seite 100) gezeigt. 
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b) Da die Zahlen der obigen Reihe offenbar mit der Reihe 
der Dreieckszahlen übereinstimmen, nachdem man in der letz- 
teren eine um die andere Zahl ge- 
strichen hat, so zerlegt man diese 
Reihe Aj welche mit zwei Nullen 
beginnt, in zwei andere Reihien B 
und Cj von denen die erstere alle 
an ungerader Stelle stehenden 
Dreieckszahlen enthält und mit der 
obigen Reihe übereinstimmt, wäh- 
rend die letztere Reihe alle an ge- 
rader Stelle stehenden Dreiecks- 
zahlen umfasst. Die Reihe C wird 
dann nochmals in zwei Reihen 
zerlegt, nämlich in eine Reihe B 
und in die Reihe D, Nimmt man 
nun au6 den Reihen Ä, C, D die ersten n Glieder und aus der 
Reihe J[ die ersten 2 n Glieder und bezeichnet man deren Summen 
mit den betreffenden Buchstaben, so folgt A = B+C = 2B 
+ D\ also ist B = ^(A'- D), Nun ist (nach Kap. III des 

I und D = n [n — 1) , folglich ist 



1 








A 


B 


C 


D 

















1 


3 


2 


1 


6 


10 


4 


3 


15 


21 


6 


6 


28 


36 


8 


10 


• 


• 


• 


15 


• 


• 


• 


21 








28 








36 








• 









B = 



4w' — 9»* + 5w 



c) Das allgemeine Glied der Reihe B ist gleich 
(2m-2K2m-3) ^4m(m-l)_3^^_^^_ /m|_3/m| 

Die Summe der ersten n Glieder ist also gleich der vierfachen 
Summe aller Zahlen — ^—- vermindert um die dreifache Summe 



aller Zahlen [m — 1), wobei für m nacheinander die Zahlen 1, 2, 
3, . . , n za setzen sind. Nach Kap. lU des zweiten Theiles 

(n -h 1\ 
^ j und die zweite 

Summe gleich ("j. Folglich ist Ä gleich ^ (^-|--^) -• ^(2) 

4»' — 9w* + 5w 
= ■ , wie vorher. 



Es giebt also in Bezug auf das erste Paar 



(2w— 2){2H— 3) 



Fälle und in Bezug auf alle n Paare, wenn sie voUwerthig 
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4 Ti^ ~~~ 9 ^* "^ o w • 

sind, r Fälle, in welchen der Bankhalter 

6 

dnrch ein Zwillingspaar gewinnt; diesen beiden Fällen ent- 
sprechend haben seine Gewinnhoffnungen die Werthe: 

(271 — 2) [2n — 3) 



2n[2n^ 1) (27> — 2) (2n •- 3) 2w* — n 

24 
und 

^n^ — 9n* + 5^ 

6 4/2 — 5 



2w(2«— l)(2w — 2)(2w— 3) {2w-l)(27*-3) 



24 

4w — 5 



4 w* — 8 w + 3 

(s. Taf. 5 u. 1). Wenn aber eine Karte des streitigen Werthes 
die obere Karte des ersten Paares ist und dadurch für den Bank- 
halter nach der dritten Spielregel verminderten Werth hat, so 
können die übrigen drei Blätter so oft verschiedene Plätze ein- 
nehmen, als sich Ternionen aus 2 72 — 1 Blättern bilden lassen. 

^ , ,. . . ^. (2w— 1)(27J — 2) (2w — 3) ^ „ . 
Folglich giebt es ^ '-^ '-^ ^ Fälle, in welchen 

der Bankhalter nur | vom Einsätze seines Mitspielers erhält, 
und folglich erfährt seine Gewinnhoffnung eine Verminderung 

[in — \)[2n — 2) [2n — 3) 1 

ß ^ !X 

nm — T — r- rrrTTL TTTTTL TT" = ;: — (s- Tafel. 2). 

In (2 72— 1) (2w — 2) [2n — • 3) 372 ^ ^ 

24 
Sübtrahirt man diesen Werth von den beiden vorher gefun- 
denen Hoffnungen, so erhält man für die Gewinnhoffnungen 
des Bankhalters in Bezug auf das ganze Spiel und in Bezug 
auf das erste Paar die Werthe: 

47J* + 72— 6 , — 472-f-20 

und 



1272^ — 2472* + 972 672* — 372 

(s. Taf. 3 und 6)» 
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Tafeln für den Bankhalter, [Auf S. [195] des Originals.] 

Die Anzahl der, Blätter des streitigen Werthes unter den 
noch übrigen 2 n Karten ist 

i. n. m. IV. 

1. Gewinnhofifhung in Bezug auf alle Paare, wenn diese 
als vollwerthig gezählt werden : . 

11 3 4w— 5 

2^^' 2w— 1 ' 4w — 2' ~i^r^^-^n^6' '■ 

2. Kann das erste Paar verminderten Werth haben, so 
erniedrigt sich die Gewinnhoffnung um: 

11 l 2 

6^' 3^' 2n^ 3^ ' 

3. Gewinnhoffnung im ganzen Spiele, wenn das erste Paar 
minderwerthig sein kann: 

1 n-\-l w+1 ^n^-\-n — ß 



? r.~^ z — ? -: — z :^ — > 



Sn ^n^ — ^n 4.n^'-2n . 12^3 — 24/^* + 9;^ ' 

4. Gewinnhoffnung im ganzen Spiele, wenn das erste Paar 
nicht berilcksichtigt wird : *) 

2 n 71' — 2n 4^^* — 7w— -3 



6/2—3 6;^*— to+3 4:n^-12n^+lln—d 12/^^— 36/^*-f-33/^-9 ' 

5. Gewinnhoffnung in Bezug auf das erste, Paar, wenn es 
als vollwerthig gezählt wird, ohne Rücksicht auf die folgen- 
den Paare: 

1 3 6 





y 



2rr — n 2rr — n 2n^ — n 



6. Gewinnhoffnung in Bezug auf das erste Paar, wenn es 
minderwerthig sein kann, ohne Rücksicht auf die folgenden 
Paare : 

1_ —2/2 + 4 —2/2 + 7. —4/2 + 20 

6^' 6/2* — 3/2^ 4/2*— 2/2 ' "^6/2* —"372'* 



*) Dies ist der Fall, wenn ein Mitspieler während des Spieles 
ein Blatt neu kauft (2te Spiebregel). H. 
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So haben wir von den sechs Tafeln, welche der fran- 
zösische Verfasser gegeben hat, bereits fünf aufgestellt, und 
es bleibt nur noch die vierte Tafel zu begründen, welche 
den Vortheil des Bankhalters für den Fall angiebt, dass 
sein erstes Kartenpaar, da er dessen oberes Blatt schon ge- 
sehen hat*), nicht berücksichtigt wird. Diese vierte Tafel 
lässt sich aber mit Hülfe dessen, was in den vorhergehenden 
vier Abschnitten gezeigt worden ist, leicht aufstellen, nur muss 
man dabei die folgenden zwei Punkte beachten: 

1) Das untere Blatt des ersten Paares hat entweder den 
streitigen Werth oder nicht. Im ersteren Falle kann der 
Bankhalter weder Vortheil noch Schaden haben, da nach der 
zweiten Spielregel dieses Blatt als verfrühtes das Spiel be- 
endet. [198] Im letzteren Falle dagegen bleibt für den Bank- 
halter die Zahl von Fällen, den Einsatz ganz oder zu f zu 
erhalten, übrig, welche er gehabt hätte, wenn das erste Paar 
überhaupt nicht vorhanden gewesen wäre und er statt n nur 
n — 1 Paare gehabt hätte. 

2. Nachdem das obere Blatt des ersten Paares gesehen 
worden ist, bleiben nur noch 2n — 1 Karten übrig, sodass 
die Anzahl aller Fälle mit der Anzahl der Combinationen 
vou' 2n — 1 Dingen, nicht von 2 w Dingen übereinstimmt. 

Beachtet man diese beiden Punkte, so erkennt man leicht 
die Berechtigung des folgenden Verfahrens. Man schreibt 
aus den vorhergehenden Abschnitten I bis IV die Brüche der 
ersten und zweiten Tafel heraus, wie sie vor ihrer Reduction 
lauteten : 

n[n — 1) 6 ^ ' ^ ' 



1 


n 


2w' 


(")' 


1 
3 


^[ln-\) 


2^^' 


^l) 



2. 1 1 ,. .. 1 /2w— 1\ 1 /2w— 1 



CT') ]-r"r') 



(") (") 



*) Dies ist der Fall, wenn ein Mitspieler während des Spieles 
ein Blatt neu kauft (2te Spielregel). JET. 
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Daim ersetzt man in allen Zähler^ n durcb n — l und in 
allen Nennern 2n durch 2» — 1 und erhält: 

^' . . / .^/ «X -l(7J-l)(^— 2){4w— 9) 

1 n— \ (y^— l)(y^— 2) 6 ^ '^ '^ \ 

^■j_ i(^ im im 

Subtrahirt man nun die Werthe unter (2) von denen unter (1), 
so erhält man, nachdem man noch die nöthigen Reductionen 
ausgeführt hat, die Werthe der obigen Tafel (4). 

[199] Vergleicht man nun die Tafeln des Herrn Sauveur 
mit den unserigen, so wird man finden, dass jene an nicht 
wenigen Stellen der Verbesserung bedürfen. Was dort aber 
über das Verhältniss gesagt wird, in welchem der Vortheil 
des Bankhalters mit ^er zu- oder abnehmenden Kartenzahl 
zu- oder abnimmt, ist auf den ersten Blick aus den vor- 
stehenden Tafeln zu ersehen, und deshalb braucht darüber kein 
Wort verloren zu werden. 



Aufgabe. In irgend einem Glücks- oder Würfel- 
spiele sei die Anzahl aller Fälle a, die Anzahl ge- 
wisser Fälle unter ihnen b und die Anzahl aller 
übrigen Fälle a — b = c. Titius kauft sich von Gajus 
jedes einzelne Spiel oder jeden einzelnen Wurf um 
einen Pfennig. Tritt einer der b Fälle ein, so erhält 
er seinerseits von Gajus m Pfennige; er erhält da- 
gegen nichts, wenn sich einer der c Fälle ereignet. 
Wenn aber 7)-mal hintereinander einer der c Fälle 
eintritt, so erhält Titius von Gajus seine n Pfennige 
zurück. Welche Gewinnhoffnungen haben Titius und 
Gajus? 

Lösung. Diese anscheinend ziemlich verwickelte Aufgabe 
bietet keine besondere Schwierigkeiten dar, wenn sie richtig 
angegriffen wird^^). Ich fange von rückwärts aja, indem ich Si,n- 
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^^me^ dass Titius bereits n — 1 Pfen];uge verbia^elit, ä. b. 
scbon (n — Ij-rmal emen der c Fälle erlangt bat imd jetzt im 
Begriffe ist, den n^^ Wnrf zu tbun. Dann kann entweder 
einer der b Fälle oder nocbmals einer der c Fälle eii^treten. 
Titins kann also entweder von Cajus m Münzen erbalten, von 
welcben er n an ibn bezablt batte, [200] sodass er m — n 
Pfennige gewinnt, oder seine n Pfennige zurück erbalten, 
sodass er weder Gewinn, noeb Verlust bat. Folglicb bat Titius 

die Gewinnboffnung ä^j_i = — ^ = (m — n) — 

a ^ ' a 

Nun nehme icb an, dass Titius [n — 2)-nial einen der c 

Fälle erlangt bat und im Begriffe ist, den (« — 1)*®^ Wurf zu 

tbun. firbält er (wenn er einen der b Fälle wirft) von Cajus 

m Pfennige, so beträgt sein Gewinn m — » + 1 Pfennige, da 

er w — 1 Pfennige an Cajus gezablt batte. Wirft Titius aber 

wieder einen der c Fälle, so kommt er zu der eben berecb- 

neten Gewinnboffnung der vorigen Annabme. Daber ist jetzt 

seine Gewinnboffnung 

, b[m — n'\'\) + chn-\ [m—n-\-\)ab'\-(m — n)cb 

^n-2 = = -« 

a a 

Ferner nebme icb an, dass Titius (n — 3)-mal einen der 
c Fälle en-eicbt bat und jetzt den [n — 2)*«" Wurf tbun will. 
Dann bat er b Fälle, m Pfennige zu erbalten, also m — w + 2 
Pfennige zu gewinnen, und c Fälle, die vorige Gewinnboffnung 
zu bekommen. Folglicb ist seine Gewinnboffnung 

, J(m — w4-2) + cÄ„_2 

Än-3 = 

a 

[m — 7i + 2)a*Ä + (w — «+ \)acb + [m — n)c^b 

_ __ 

Ist (n — 4 j-mal einer der c Fälle eingetreten , so ergiebt 
sieb die Gewinnboffnung ä„_4, welcbe Titius für den näch- 
sten Wurf bat, in gleicher Weise: 

, Ä (m — w 4- 3) + chn-A 

Än-4 = 

a 

_ [m—n+^a^b+[m-n'\-2)a^cb'-{'{m--n+\)ac^b+[m'-n)c^b 

So könnte ich fortfahren, die Gewinnhoffnungen des Titius 
zu berechnen, wenn (n — 5)-, [n. — 6)-, . . . . mal einer der 
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c Fälle von ihm erlangt ist. Dies ist aber nicht nöthig, da 
aus den vorstehenden Werthen das Bildungsgesetz der Ge- 
winnhoffnungen leicht zu erkennen ist. [201] Es ergiebt sich 
für die Gewinnhoffnung des Titius bei Beginn des Spieles 
der Werth: 

(m— 1) «'*-! h^ {m—2] a''-^c b+ (m—d) a^^-^c'^H \-{m—9i)c''-^b 

14-2 — + 3-^H t-w T 

_ m (g^ — c») ^ ["o^—c** _ wc^l 



a*» 



Dieser Ausdruck giebt die Gewinuhoffnung des Titius und 
die Verlustbefürchtung des Cajus an, wenn der zweite Theil 
kleiner als der erste ist, und umgekehrt die Verlustbefürchtung 
des Titius und Gewinnhoffnung des Cajus, wenn der zweite 
Theil grösser als der erste ist. Sollen Titius und Cajus nun 
gleiche Hoffnungen haben, so müssen m und n so bestimmt 
werden, dass beide Theile einander gleich werden; es muss 
also sein: 



a«_c» ö»*— c^ 71 c^ 



m 



a" a^-i b a^ ' 



woraus, wenn n gegeben ist, folgt: 



a n<P 



w = -= 



b aJ^^c"" 

Ist aber m gegeben, so folgert man aus der letzten Gleichung : 

[202] [a"" — c^) :d^ = bn:[a^ bm) 

oder a^ : c^ = [a — bm + bn) : [a — bm). 

Folglich ist: 

log(a — bm + bn) — log(ö5 — bm) 

loga — logc ' 

und speciell für J = 1 : 

log(fl5 — m -^ n) — log(a — m) 
log« — logc 
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Man kann den Werth von n mit Hülfe der logarith- 
mischen Linie auf folgende Weise leicht graphisch bestimmen. 
In einem willkürlich gewählten Punkte A irgend einer logarith- 
mischen Ourve FADE zieht man die Ordinate AC und 
theilt sie in einem Punkte B so, dass sich AB : BC= b: c 
verhält. Ferner bestimmt man den Punkt M auf A C so, dass 
sich AM : AB = mb : b verhält, und wählt dann J[B als 




Fig. 1. 

Längeneinheit. Durch die Punkte B und M zieht man darauf 
Parallelen zur Axe GCH^ welche die Curve in den Punkten 
D und E schneiden. Zu der Verbindungsgeraden AD zieht 
man eine Parallele durch den Punkt E^ welche die Curve in 
dem Punkte F schneidet. Die Ordinate FH wird dann von 
der Linie EM in dem Punkte N so geschnitten, dass FN 
gleich n Längeneinheiten ist. 

Zahlenbeispiel. Titius will mit 2 Würfeln den Sechser- 
pasch werfen. Es ist also a=36, i=l, c = 35. Für 
m und n sind die Zahlen [203] m = 6, w = 20 gegeben. 
Es ergebt sich mit Hülfe der obigen Formel, dass Titius die 
Gewinnhoffiiung 2,5842 — 4,1192 = — 1,5350 hat; er kann 
also nur mit der Befürchtung zu verlieren das Spiel beginnen 
und thut besser, sich gleich vor Beginn desselben mit 1^ Pfennig 

Ostwald's Klassiker. 108. 5 
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von seiner Spielverpflichtong loszukaufen. Soll die Hoffnung 
beider Spieler annähernd gleich sein, so findet man, wenn man 
den Werth n = 20 beibehält, für m den Werth 9|fg^, und, 
wenn man den Werth m = 6 beibehält, für n einen zwischen 
11 und 12 gelegenen Werth. 

Ich bemerke im Allgemeinen zu einem derartigen Glücks- 
spiele noch Folgendes: 

1. Wenn bei fest gegebenen Werthen von a, 5, c, m dem 
Buchstaben n nacheinander die Werthe 1, 2, 3, 4, ... bei- 
gelegt werden, so wächst die Gewinnhoffnung des Titius zuerst 
fortwährend (schon für w =: 1 ist sie grösser als die Hoffnung 
des Cajus). 

2. Titius hat die günstigsten Annahmen für n = m — 1 
und n = m, welche beide denselben Werth für seine Gewinn- 
hoffnung ergeben. 

3. Wächst n noch weiter, über m hinaus, so nimmt der 
Werth der Gewinnhoffnung des Titius fortwährend ab, bis sie 
schliesslich in Verlustbefürchtung übergeht, während die Hoff- 
nung des Cajus zunimmt. 

4. Die Gewinnhoffnung oder Verlustbeftirchtung , welche 
Titius hat, wenn n ausserordentlich gross wird, verhält sich 
zu derjenigen, welche er bei einem einzigen Wurfe hat (bei 
welchem auf die Bedingung, dass Titius seine n Münzen zurück- 
erhält, wenn er in n aufeinander folgenden Würfen keinen 
der b Fälle erzielt, keine Rücksicht genommen wird), wie a : b. 
Denn die letztere Hoffnung ist (nach Satz UI, Zusatz 6 im 

ersten Theile) gleich -^ LZLJ i = ; [204] 

die erstere Gewinnhoffnung ist nach der obigen Formel aber 

gleich 7 • Beide Werthe stellen dem Titius Gewinn 

oder Verlust, dem Cajus also umgekehrt Verlust oder Gewinn 
in Aussicht, je nachdem bm grösser oder kleiner als a ist. 



Aufgabe. Das Spiel mit blinden Würfeln. 

Blinde Würfel nennt man die sechs, bei unseren Jahr- 
marktsgauklem häufig zu findenden Würfel, welche zwar die 
Gestalt gewöhnlicher Würfel, aber auf fünf Seitenflächen 
keine Augen haben. Auf der sechsten Seitenfläche trägt der 
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erste Würfel ein Auge, der zweite zwei Augen, . . . , der sechste 
sechs Augen, sodass die Summe aller Augen auf den sechs 
Würfeln gleich 21 ist. Solche Würfel legen jene Schwindler, 
welche die Jahrmarktsbesucher prellen wollen, zusammen mit 
einer Liste auf, in welcher die für alle Augenzahlen von l 
bis 21 zu gewinnenden Geldpreise verzeichnet sind, wie dies 
z. B. auch die weiter unten folgende Tafel zeigt. Wer nun 
sein Glück versuchen will, zahlt dem Gaukler einen Pfennig 
und wirft dann jene sechs Würfel auf das Spielbrett; wirft 
er eine bestimmte Anzahl Augen, so erhält er den ausgesetzten 
Preis, wirft er aber kein Auge, so ist sein Einsatz verloren. 
Lösung. Will man die Hoffnungen der Spieler berechnen, 
so hat man Folgendes zu beachten. 

1. Die Zahl aller Fälle bei sechs derartigen Würfeln ist 
genau so gross wie bei gewöhnlichen Würfeln, also gleich 
(erster Theil, S. 21) 6« = 46 656. 

2. Die Anzahl aller Fälle, in welchen kein Auge fällt, 
ist gleich 5^^ = 15 625; denn da auf jedem Würfel fünf blinde 
Seitenflächen sind, so kann jede dieser fünf Flächen des 
ersten Würfels mit jeder der fünf blinden Flächen des zweiten 
Würfels combinii-t werden und jede dieser Combinationen 
wiederum mit jeder der fünf blinden Flächen des dritten Würfels, 
und so fort, [205] sodass die Zahl der vorhergehenden Fälle 
durch den Hinzutritt eines neuen Würfels verfünffacht wird. 

3. Jede mögliche Augenzahl wird entweder von einem 
oder von zwei oder von noch mehr Würfeln erzeugt. Wenn 
ein Würfel die Zahl liefert, so zeigen die andern fünf Würfel 
blinde Seitenflächen, und folglich sind hier 5^ = 3125 Fälle 
möglich. Wird die Augenzahl von 2, 3, 4, 5, 6 Würfeln er- 
zeugt, so ergeben sich in gleicher Weise für die Anzahl, in 
welchen dies geschieht, bez. die Zahlen 5* = 625, 5^ = 125, 
5* = 25, 5* = 5, 5« = 1. 

4. Dieselbe Augenzahl kann im Allgemeinen nicht nur 
von mehr oder weniger Würfeln, sondern bisweilen auch von 
derselben Anzahl Würfel auf mehrfache Weise hervorgebracht 
werden. So können 1 2 Augen auf drei Arten von drei Würfeln 
(1 + 5 + 6, 2 + 4 + 6, 3 + 4+. 5) und auf zwei Arten von vier 
Würfeln (1 + 2 + 3 + 6, 1 + 2 + 4 + 5) erzeugt werden. 

Damit nun keine der Arten, auf welche eine der Zahlen 
bis 21 erzeugt werden kann, tibersehen wird, bedient man 
sich annähernd des gleichen Verfahrens, welches oben bei Auf- 
gabe XVn angegeben worden ist. Man schreibt der Reihe 

5* 
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nach die Zahlen bis 21 an den link^i Rand ebensovieler 
Zeilen, bildet dann die Gombinationen ohne Wiederholung der 
sechs Zahlen 1 bis 6 zn allen Exponenten 1 bis 6 und ver- 
bindet in jeder dieser Gombinationen die einzelnen Zahlen durch 
Pluszeichen. Schliesslich ordnet man diese Combinaiionen in 
die 22 Zeilen so, dass ihre Snmmen mit der Zahl der Zeile 
am linken Rande übereinstimmen. Daranf kann man leicht 
die Anzahl der Fälle, welche jeder Anzahl Angen entspricht, 
bestimmen, indem man die den einzelnen zugehörigen £r- 
zengnngsarten entsprechenden Zahlen von Fällen snmmirt. So 
z. 6. erhält man für die Zahl 12 im Ganzen 425 Fälle; denn 
da sie auf drei Arten von 3 Würfeln erzengt werden kann 
nnd jeder Art 125 Fälle entsprechen, so erhält man zunächst 
3.125 = 375 Fälle, und da sie auf zwei Arten von 4 Würfeln 
gebildet werden kann und jeder Art 25 Fälle entsprechen, so 
kommen noch 2 • 25 = 50 Fälle hinzu, was insgesammt 425 
Fälle ergiebt. Verfährt man nun für alle Zahlen von bis 21 
in gleicher Weise und addirt man dann alle so erhaltenen 
Fälle, so muss, wenn keine Art übersehen und richtig ver- 
fahren ist, ihre Summe gleich 46656 sein. [206] 
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Summe: 46 656 
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• 
[807] Kachdem man diese Tafel aufgestellt hat, bleibt 

niehts weiter zu thun übrig, als die Zahlen der Fälle in den 

zugehörigen Geldpreis zu multipliciren und die Summe der 

Produete durch 46 656 zu dividiren, um die Ho&ung des 

Spielers zu berechnen, für welche man so den Werth |f|-Jf 

erhält. Der Spieler hätte also nur den Ifl-yl*®" Theil eines 

Pfennigs einzusetzen, wenn er dieselben Gewinnaussichten wie 

der Unternehmer haben sollte; da er aber einen ganzen Pfennig 

eingesetzt hat, so bemisst die Dififerenz nämlich -^-^-^ seine 

Verlustbefürchtung und die Gewinnhoflöiung des Unternehmers. 



[908] 

Aufgabe. Bei dem gleichen Spiele, wie in der 
vorigen Aufgabe, einigt sich der Unternehmer mit 
dem Spieler- dahin, dass dieser seine eingesetzten 
Pfennige zurückerhält, wenn er fünfmal hinter ein- 
ander kein Auge wirft. Welche Hoffnungen haben 
jetzt Beide? 

Lösung. Ich sah einst auf einem Jahrmarkte einen Gaukler, 
welcher den Umstehenden, um sie anzulocken, noch die ge- 
nannte Vergünstigung anbot und mich dadurch veranlasste, 
über die oben behandelte Aufgabe XXn nachzudenken. Da 
deren Lösung ganz allgemein gegeben worden ist, so bleibt 
mir hier nur noch übrig, in derselben an Stelle der Buch- 
staben die betreflfenden Zahlen zu setzen. Wie aus der vorigen 
Aufgabe klar ist, haben hier die Buchstaben a, 6, c und w 
der Aufgabe XXH die Werthe: 

a = 46656, i = 31031, c = 15625, ?2 = 5. 

Da die Anzahl der Münzen, welche der Spieler in den ein- 
zelnen Fällen gewinnt, verschieden ist, so muss man für m 
seinen zu erwartenden Gewinn setzen, welcher gleich den 
arithmetischen Mitteln aus sämmtlichen einzelnen Gewinnen 
ist, also 

/yyj ■ ■ 3 6 8 7 5 

In der That geben 31031 Fälle für |ff|f ^^^ ^^^25 Fälle 
für dem Spieler die gleiche Hoffnung fffff , welche bei 
der vorigen Aufgabe sich für ihn ergeben hatte. 



r 
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[209] Setzt man diese Zahlenwerthe in die erste Formel 
auf Seite 64 ein, so findet man*) für die Gewinnhoffnung des 
Spielers: — 0,31520 + 0,02239 = — 0,29281. 

Da nun die Verlustbefürchtung des Spielers in der vorigen 
Aufgabe gleich ^^^ = 0,20 964 gefunden wurde, also fast 
nur zwei Drittel der jetzt gefandenen 0,29281 beträgt, so ist 
klar ersichtlich, dass die Bedingung der Zurückgabe des Ein- 
satzes an den Spieler, welche der alte geriebene Gauner 
scheinbar zu dessen Gunsten hinzugefügt hat, nur zu dessen 
grösserem Nachtheile ist. Ich bemerke noch, dass der Gaukler, 
selbst wenn er schon nach zwei erfolglosen Würfen den ganzen 
Einsatz zurückzugeben sich verpflichtete, noch grössere Gewinn- 
hoffiiung haben würde, , als wenn er diese Bedingung gar nicht 
hinzugefügt hätte. 



*) Die von Bemoulli ausführlich mitgetheilte Rechnung ist wegen 
des zu geringen Interesses, welches sie darbietet, unterdrückt. 

H. 
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Vierter Theil. 

Anwendung der vorhergehenden Lehre auf bürgerliche, 
sittliche und wirthschaftliohe Verhältnisse. 



Kapitel I. 

Einleitende Bemerkungen über Gewissheit, Wahrschein- 
lichkeit, Nothwendigkeit und Zufälligkeit der Dinge. 

Die Gewissheit irgend eines Dinges lässt sich entweder 
objectiv, d. h. an sich betrachten und bezeichnet in diesem 
Falle nichts anderes als das wirkliche gegenwärtige oder zu- 
künftige Vorhandensein jenes Dinges, oder subjectiv, d. h. 
in Bezug auf uns und besteht dann in dem Maasse unserer 
Erkenntniss hinsichtlich dieser Wirklichkeit. 

Alles, was unter der Sonne existirt oder entsteht, das 
Vergangene, das Gegenwärtige und das Zukünftige hat an 
sich die höchste Gewissheit. Hinsichtlich der gegenwärtigen 
und vergangenen Dinge ist diese Behauptung von selbst ein- 
leuchtend, da eben jene Dinge dadurch, dass sie vorhanden 
sind oder gewesen sind, die Möglichkeit, dass sie nicht exi- 
stircn oder existirt haben, ausschliessen. Auch hinsichtlich 
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der zukünftigen Dinge ist nicht daran zu zweifeln, [211] dass 
sie vorhanden sein werden, wenn auch nicht mit der unab- 
wendbaren Nothwendigkeit irgend eines Verhängnisses, so doch 
auf Grund göttlicher Voraussicht und Vorherbestimmung. Denn 
wenn das, was zukünftig ist, nicht sicher sich ereignet, so iist 
nicht einzusehen, warum dem höchsten Schöpfer der unein- 
geschränkte Ruhm der Allwissenheit und Allmacht zukommen 
sollte. Darüber aber, wie sich diese Gewissheit des zukünftigen 
Seins mit der Zufälligkeit und der Unabhängigkeit der wir- 
kenden Ursachen verträgt, mögen andere sti*eiten; wir wollen 
hierauf, da dies unserem Ziele fern liegt, nicht eingehen. 

Die in Bezug auf uns betrachtete Gewissheit der Dinge 
ist nicht bei allen die gleiche, sondern variirt vielfach nach 
oben und unten. Jene Dinge, von welcheü es uns durch 
Offenbarung, Ueberlegung, sinnliche Wahrnehmung, Erfahrung, 
Autopsie oder irgendwie anders gewiss ist, dass wir an ihrer 
gegenwärtigen 'oder zukünftigen Existenz nicht Zweifel haben 
dürfen, besitzen für uns die höchste und absolute Gewissheit. 
Alle übrigen Dinge erhalten ein, gemäss unserer Erkenntniss 
unvoUkommneres Maass der Gewissheit, welches grösser oder 
kleiner ist, je nachdem mehr oder weniger WahrscheinÜch'- 
keiten dafür vorhanden sind, dass irgend ein Ding ist, sein 
wird oder gewesen ist. 

Die Wahrscheinlichkeit ist nämlich ein Grad der Ge- 
wissheit und unterscheidet sich von ihr wie ein Theil vom 
Ganzen. Wenn z. B. die volle und absolute Gewissheit, welche 
wir mit a oder 1 bezeichnen, aus fünf Wahrscheinlichkeiten 
oder Theilen bestehend angenommen wird, von denen drei für 
das gegenwärtige oder zukünftige Eintreten irgend eines Er- 
eignisses und die übrigen beiden dagegen sprechen, so soll 
das Ereigniss \a oder \ der Gewissheit besitzen. 

Es wird also von zwei Dingen dasjenige wahrschein- 
licher sein, welches den grösseren Theil der Gewissheit be- 
sitzt, wenn auch im gewöhnlichen Sprachgebrauche nur das 
wirklich wahrscheinlich genannt wird, dessen Wahrschein- 
lichkeit merklich grösser als die Hälfte der Gewissheit ist. 
Ich sage: merklich; denn das Ding, dessen Wahrscheinlich- 
keit annähernd nur der Hälfte der Gewissheit gleich ist, wird 
zweifelhaft oder schwankend genannt. Es ist also das, was 
\ der Gewissheit besitzt, wahrscheinlicher als etwas, was -^ 
der Gewissheit für sich hat; keines von beiden ist aber that- 
sächlich wahrscheinlich. 
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Möglieh ist das, was einen, wenn auch sehr kleinen Theil 
der Gewissh«it für sich hat; unmöglich ist dagegen das, was 
keinen oder einen unendlich kleinen Theil der Gewissheit be- 
sitzt. Möglich ist also z. B. das, was ^ oder ^ der Ge- 
wissheit für sich hat. 

Moralisch gewiss ist etwas, dessen Wahrscheinlichkeit 
nahezu der vollen Gewissheit gleichkommt, sodass ein Unter- 
schied nicht wahrgenommen werden kann. Moralisch un- 
möglich dagegen ist das, was nur so viel Wahrscheinlichkeit 
besitzt, als dem moralisch Gewissen an der vollen Gewissheit 
mdmgett. [212] Wenn man also das, was ^^ der Gewiss- 
heit für sich hat, als moralisch gewiss betrachtet, so ist das, 
was nur y^is ^^^ Gewissheit für sich hat, moralisch un- 
möglich. 

Nothw endig ist das, was sein, werden oder gewesen sein 
muss, und zwar ist die Noth wendigkeit entweder eine 
physische — wie es z. B. nothwendig ist, dass das Feuer brennt; 
dass das Dreieck drei Winkel besitzt, deren Summe gleich zwei 
Rechten ist; dass eine Mondfinsterniss eintreten muss, wenn 
sich der Mond zur Zeit des Vollmondes in einem Knoten- 
punkte befindet — , oder eine hypothetische, in Folge 
deren jedes Ding, so lange es ist oder gewesen ist oder als 
seiend oder gewesen seiend angenommen wird, existiren oder 
existirt haben muss — in diesem Sinne ist es nothwendig, 
dass Peter, von welchem ich weiss und annehme, dass er 
schreiben wird, auch wirklich schreibt — , oder schliesslich 
eine durch üebereinkommen vereinbarte — z. B. muss ein 
Würfelspieler, welcher mit einem Würfel sechs Augen ge- 
worfen hat, nothwendiger Weise gewonnen haben, wenn unter 
den Spieltheilnehmem vorher vereinbart worden war, dass der 
Sieg an einen Wurf von sechs Augen geknüpft sein soll. 

Zufällig (sowohl insofern egi von der Willkür eines mit 
Vernunft begabten Wesens, als auch insofern es von einem 
zufälligen Ereignisse oder vom Schicksal abhängt) ist das, 
was nicht sein, werden oder gewesen sein könnte, wohl- 
verstanden in Folge einer entfernten, nicht der nächsten Mög- 
lichkeit; denn nicht immer schliesst die Zufälligkeit die Noth- 
wendigkeit bis zu Ursachen von untergeordneter Bedeutung ganz 
aus, wie ich an Beispielen erläutern will. Ganz gewiss ist es, 
dass ein Würfel bei gegebener Lage, Geschwindigkeit und 
Entfernung vom Würfelbrette von dem Augenblicke an, in 
welchem er die Hand verlässt, nicht anders fallen kann, als 
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er thatsäcMich auch fällt. Ebenso kann das Wetter bei einer 
bestimmten gegenwärtigen Beschaffenheit der Atmosphäre, bei 
bestimmter Menge, Lagerung, Bewegung, Richtung, Geschwin- 
digkeit der Winde, Dünste und Wolken und bestimmten 
mechanischen Gesetzen, nach welchen sich diese sämmtlich 
untereinander bewegen, morgen nicht anders sein, als es wirk- 
lich sein wird. Diese Wirkungen folgen aus ihren nächsten 
Ursachen nicht weniger nothwendig, als die Erscheinungen der 
Finsternisse aus der Bewegung der Gestirne. Und dennoch 
hält man an der Gewohnheit fest, nur die Finsternisse zu den 
nothwendigen Ereignissen, die Fälle des Würfels und die zu- 
künftige Gestaltung des Wetters aber zu den zufälligen Er- 
eignissen zu rechnen. Der Grund hiervon liegt ausschliesslich 
darin, dass das, was zur Bestimmung späterer Geschehnisse als 
gegeben angenommen wird und in Wirklichkeit auch gegeben 
ist, uns noch nicht hinreichend bekannt ist; wäre es uns aber 
hinreichend bekannt, so ist das Studium der Mathematik 
und Physik genügend weit ausgebildet, damit wir aus gegebenen 
Ursachen die späteren Wirkungen ebenso berechnen könnten, 
wie wir z. B. aus den bekannten astronomischen Gesetzen 
die Finsternisse berechnen und voraussagen können. Bevor 
aber die Astronomie zu solcher Vollkommenheit gelangt war, 
musste man die Finsternisse deshalb genau so wie die beiden 
andern oben angeführten Ereignisse zu den künftig zufällig ein- 
tretenden zählen. Daraus folgt, dass einem Menschen und zu 
einer bestimmten Zeit etwas als zufallig erscheinen kann, was 
einem andern Menschen [213] (ja sogar auch demselben) zu 
einer andern Zeit, nachdem die Ursachen davon erkannt sind, 
als nothwendig erscheint. Daher hängt die Zufälligkeit vor- 
nehmlich auch von unserer Erkenntniss ab, insofern als wir 
keinen Grund wahrnehmen können, welcher dagegen spricht, 
dass etwas nicht ist oder nicht sein wird, trotzdem es auf 
Grund der nächsten, uns aber noch unbekannten Ursache noth- 
wendig ist oder sein wird. 

Ein Glück oder ein Unglück nennt man das Gute oder 
Schlimme, was uns widerfährt, aber nicht jedes beliebige 
Gute oder Schlimme, sondern nur das, was wahrscheinlicher 
oder mindestens gleich wahrscheinlich uns nicht hätte zu- 
stossen können; das Glück oder Unglück ist daher um so 
grösser, je weniger wahrscheinlich es war, dass das Gute oder 
Schlimme sich ereignen würde. So ist derjenige besonders 
vom Glück begünstigt, welcher beim Graben in der Erde einen 
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Schatz findet, da dies in tausend Fällen nicht einmal eintritt. 
Wenn von zwanzig Fahnenflüchtigen einer, welcher zum ab- 
schreckenden Beispiele für Alle gehängt werden soll, aus- 
geloost wird, so können die neunzehn übrigen, welchen das 
Schicksal hold gesinnt war, nicht eigentlich glücklich genannt 
werden, sondern nur jener zwanzigste, welchen das verhäng- 
nissYolle Loos getroffen hat, ist der unglücklichste. Kehrt 
dein Freund aus einer Schlacht, in welcher nur ein kleiner 
Theil der Kämpfer fiel, unverletzt zurück, so kannst du ihn 
nicht glücklich nennen, wenn du ihn nicht vielleicht deswegen 
so nennen willst, weil er durch das Glück, welches in der 
Erhaltung des Lebens liegt, ausgezeichnet ist. 



Kapitel II. 

Wissen und Vermuthen. Yermnthangsknnst. Beweis- 
gründe für Vermnthnn^en. Einige allgemeine hierher- 

gehörige Grundsätze. 

Wir sagen von dem, was gewiss und unzweifelhaft ist, 
dass wir es wissen oder kennen, von allem andern aber, 
dass wir es nur vermuthen oder annehmen. 

Irgend ein Ding vermuthen heisst soviel als seine Wahr- 
scheinlichkeit messen. Deshalb bezeichnen wir als Ver- 
muthungs- oder Muthmaassungskunst (ars conjectandi 
sive stqch astice) die Kunst, so genau als möglich die Wahr- 
scheinlichkeiten der Dinge zu messen und zwar zu dem Zwecke, 
dass wir bei unseren Urtheilen und Handlungen stets das aus- 
wählen und befolgen können, was uns besser, trefflicher, 
sicherer oder rathsamer erscheint. Darin allein beruht die 
ganze Weisheit des Philosophen und die ganze Klugheit des 
Staatsmannes. 

[214] Die Wahrscheinlichkeiten werden sowohl nach der 
Anzahl als auch nach dem Gewichte der Beweisgründe 
geschätzt, welche auf irgend eine Weise darthun oder anzeigen, 
dass ein Ding ist, sein wird oder gewesen ist. Unter dem 
Gewichte aber verstehen wir die Beweiskraft. 

Die Beweisgründe sind entweder innere, schlechthin 
künstliche, genommen aus den beweisenden Punkten der Ur- 
sache, der Wirkung, des Subjectes, der Verbindung, des An- 
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Zeichens oder eines beliebigen anderen Umstandes, weleker 
irgend einen Zusammenhang mit der zn beweisenden Sache zn 
haben scheint, oder äussere nnd nicht kttnstliehe, hergenom- 
men aus der Autorität und den Zeugnissen der Menschen. 
Z. B. Titius wird unterwegs ermordet angefunden, Maevius 
wird des vollbrachten Mordes beschuldigt; die Beweisgründe 
der Anklage sind: 1. Maevius hatte bekanntermaassen einen 
Hass auf Titius geworfen (ein Beweisgrund hergenommen von 
der möglichen Ursache, denn dieser Hass konnte Maevius zu 
dem Morde veranlasst haben); 2. Maevius erbleichte beim 
Verhöre und antwortete ängstlich (ein Beweisgrund hergenom- 
men von der Wirkung, da das Erbleichen und die Angst durch 
das Bewusstsein des verübten Mordes hervorgerufen sein 
können); 3. im Hause des Maevius wurde ein blutiger Dolch 
gefunden (hier liegt ein Anzeichen vor) ; 4. an demselben Tage, 
an welchem Titius getödtet wurde, war auch Maevius den 
gleichen Weg gegangen (hier liegt ein Umstand des Ortes und 
der Zeit vor); 5. Cajus sagt aus, dass am Tage vor dem 
Morde zwischen Titius und Maevius ein Streit stattgefunden 
hat (dies ist ein Zeugniss). 

Bevor wir aber zu unserer eigentlichen Aufgabe, zu zeigen, 
wie man diese Beweisgründe für Vermuthungen zur Messung der 
Wahrscheinlichkeiten verwenden muss, übergehen, sei es uns 
gestattet, einige allgemeine Regeln oder Axiome hier voraus- 
zuschicken, welche die blosse Vernunft jedem Menschen mit ge- 
sundem Verstände diktirt und welche auch im gewöhnlichen Leben 
von den einsichtsvolleren Menschen immer beobachtet werden. 

1. Bei Dingen, über welche man volle Gewissheit 
erlangen kann, sind Vermuthungen unzulässig. Es 
wäre also widersinnig, wenn ein Astronom, welcher weiss, 
dass jährlich zwei oder drei Mondfinsternisse eintreten, von 
irgend einem Vollmonde vermuthen wollte, ob er verfinstert 
sein werde oder nicht, da er ja die Wahrheit durch sichere 
Berechnung ermitteln kann. Ebenso würde der Richter, welcher 
auf seine Frage nach dem Verbleibe des gestohlenen Gutes 
von dem Diebe die Antwort erhält, dass er dasselbe an 
Sempronius verkauft habe, thöricht handeln, aus der Geberde 
oder aus dem Tone des Diebes oder aus der Beschaffenheit 
des gestohlenen Gutes oder aus anderen Umständen bei dem 
Diebstahle Vermuthungen über die Wahrscheinlichkeit dieser 
Antwort zu folgern, wenn Sempronius zugegen ist und er von 
ihm alles gewiss und leicht erfahren kann. 



WahrscheinlichkeitBreefanaiig (Ars conjectandi). 77 

2. Es genügt nicht nur den einen oder den anderen 
Beweisgrund zu erwägen, sondern man muss alle Be- 
weisgründe untersuchen, welche zu unserer Kenntniss 
kommen können [215] und in irgend welcher Beziehung 
d«m Beweise der Sache dienlich zu sein scheinen. 
Z. B. Es fahren drei Schiffe aus dem Hafen fort; nach einiger 
Zeit wird gemeldet, dass eines von ihnen durch 8chifl3}ruch 
zu Grande gegangen ist, und wir stellen nun Vermuthungen 
an, welches von den dreien es sei. Würden wir nun allein 
die Anzahl der Schiffe in Betracht ziehen, so müssten wir 
schliessen, dass das Unglück jedem von ihnen gleich leicht 
zugestossen sein könnte; da wir uns aber erinnern, dass eines 
der drei Schiffe morsch und alt und schlecht mit Segeln und 
Baaen ausgerüstet war, auch einen jungen, unerfahrenen Steuer- 
mann hatte, so ist es uns wahrscheinlicher, dass dieses Schiff 
zu Grunde gegangen ist, als eines der beiden anderen. 

3. Man muss nicht nur alle Gründe beachten, 
welche für eine Sache sprechen, sondern auch alle, 
welche gegen dieselbe angeführt werden können, 
damit nach genauer Abwägung beider klar ersicht- 
lich ist, welche überwiegen. Hinsichtlich eines sehr 
lange sdion von der Heimath abwesenden Freundes wird 
gefragt, ob man ihn für todt erklären könne. Für die Be- 
jahumg der Frage sprechen folgende Gründe: Trotz aller 
aufgewendeten Mühe hat man innerhalb voller zwanzig Jahre 
keine Nachricht über ihn erhalten können. Reisende sind sehr 
vielen Lebensgefahren ausgesetzt, vor denen die zu Hause 
Bleibenden bewahrt sind; vielleicht ist er also in den Wellen 
umgekommen, vielleicht ist er unterwegs ermordet worden, 
vielleicht ist er im Kampfe oder durch eine Krankheit oder 
durch irgend einen Unglücksfall und an einem Orte, an welchem 
ihn niemand kannte, uin das Leben gekommen. Wäre er noch 
am Leben, so müsste er schon ein Alter erreicht haben, 
welches sogar zu Hause nur wenigen Menschen zu erreichen 
vergönnt ist. Er würde geschrieben haben, wenn er auch an 
den entlegensten Küsten Indiens wäre, da er wusste, dass 
ihm zu Hause eine Erbschaft in Aussicht stand; und sonstige 
Gründe. Mit diesen Beweisgründen darf man sich aber nicht 
begnügen, sondern man muss diesen die folgenden, welche für 
die Verneinung der aufgeworfenen Frage sprechen, entgegen- 
stellen: Es ist bekannt, dass er ein leichtsinniger, nachlässiger 
Mensch war, dass er ungern zur Feder griff, dass er auf 
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Freunde nichts hielt. Vielleicht ist er von Wilden gefangen 
fortgeführt worden, sodass er nicht schreiben konnte; viel- 
leicht hat er auch aus Indien einigemal geschrieben und sind 
die Briefe entweder durch Nachlässigkeit der Boten oder 
durch Schiflfbruch verloren gegangen. Schliesslich sind Viele 
noch länger ausgeblieben und doch endlich unversehrt noch 
in die Heimath zurückgekehrt. 

4. Zur Beurtheilung allgemeiner Dinge genügen 
allgemeine und generelle Be.weisgründe; um aber 
Vermuthungen über individuelle Dinge sich zu bilden, 
muss man auch besondere und individuelle Gründe, 
wenn man sie irgendwie nur haben kann, heranziehen. 
Handelt es sich ganz allgemein nur darum, anzugeben, um 
wieviel wahrscheinlicher es ist, dass ein junger Mann von 
zwanzig Jahren einen sechzigjährigen Greis überlebt, als dieser 
jenen, so giebt es ausser dem Unterschiede des Alters und 
der Jahre nichts, was man in Betracht ziehen kann. ,Wenn 
aber von zwei bestimmten Personen, dem jungen Peter und 
dem alten Paul die Rede ist, • so muss man auch noch den 
Gesundheitszustand beider und die Sorgfalt, [216] welche jeder 
auf seine Gesundheit verwendet, berücksichtigen; denn wenn 
Peter krank ist, wenn er seinen Leidenschaften die Zügel 
schiessen lässt und unmässig lebt, so kann Paul, trotzdem er 
weit älter ist, dennoch mit vollstem Rechte hoffen, Peter 
überleben zu können. 

5. Bei ungewissen und zweifelhaften Dingen muss 
man sein Handeln hinausschieben, bis mehr Licht 
geworden ist. Wenn aber die zum Handeln günstige 
Gelegenheit keinen Aufschub duldet, so muss man 
von zwei Dingen immer das auswählen, welches pas- 
sender, sicherer, vortheilhafter und wahrscheinlicher 
als das andere erscheint, wenn auch keines von bei- 
den thatsächlich diese Eigenschaften hat. So ist es 
bei einer ausgebrochenen Feuersbrunst, aus welcher du nicht 
anders entrinnen kannst, als dass du entweder hoch oben 
vom Dache oder aus irgend einem unteren Stockwerke herab- 
springst, für dich besser, das Letztere zu wählen, weil es 
grössere Sicherheit bietet, wenn auch keines von Beiden völlig 
sicher ist und ohne Gefahr, sich zu verletzen, ausgeführt 
werden kann. 

6. Was in irgend einem Falle nützen und in keinem 
Falle schaden kann, ist dem vorzuziehen, was in 
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keinem Falle nützt oder schadet. Hierher gehört das, 
von welchem unser Sprtlchwort gilt: 

»Hilft es nicht, so schadet es nicht!« 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem vorigen; denn das, was 
nützen kann, ist unter sonst gleichen Umständen besser, 
sicherer und Wünschenswerther als das, was nicht nützen kann. 

7. Den Werth menschlicher Thaten darf man nicht 
nach ihrem Erfolge schätzen. Denn die thörichtsten Hand- 
lungen haben zuweilen den besten Erfolg, während die klügsten 
dagegen den schlechtesten haben. Daher sagt der Dichter: 

Careat successibus, opto, quisquis ab eventu 

facta notanda putat*). 

Wenn es z. B. ein Spieler unternimmt, mit drei Würfeln auf einen 
Wurf dreimal sechs Augen zu werfen, so wird man von ihm, 
selbst wenn er zufällig gewinnen sollte, sicherlich sagen, dass 
er thöricht gehandelt habe. Verkehrt sind die Urtheile des 
Volkes, welchem ein Mensch um so hervorragender erscheint, je 
mehr er vom Glücke begünstigt ist, von welchem sogar ein 
günstiges Verbrechen oft noch als gute That angesehen wird; 
hierüber sagt wieder Owen^^) treffend: 

Epigr. lib. sing., Num. 216. 

Quod male consultum cecidit feliciter, Ancus 
Arguitur sapiens, qui modo stultus erat; 

Quod prudenter erat provisum, si male vortat, 
Ipse Cato populo judice stultus erit**). 

8. Wir müssen uns bei unseren Urtheilen hüten, 
Dingen mehr Gewicht beizulegen, als ihnen zukommt, 
und etwas, was wahrscheinlicher ist, als etwas An- 
deres für ganz sicher zu halten oder Anderen als 
solches aufzudrängen. Wir müssen nämlich unser Ver- 
trauen, welches wir in Dinge setzen, [217] dem Grade ihrer 



*) Mag Jeder des Erfolges entbehren, welcher meint nach 
ihrem Erfolge die That schätzen zu müssen. H. 

**) Etwas, das schlecht überlegt war, glückte dem Ancus, 

• d'rum wird er 
Plötzlich ein Weiser genannt, eben noch galt er für dumm; 
Ist aber etwas klug tiberlegt, doch übel der Ausgang, 
Hält das thörichte Volk selbst einen Cato für dumm. 

H. 
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Gewissheit proportional und um ebensoviel kleiner nehmen, als 
die Wahrscheinlichkeit des Dinges selbst kleiner als seine Gewiss- 
heit ist, was wir durch das Sprüchwort auszudrücken pflegen: 

»Man muss ein jedes in seinem Werth und 

Unwerth beruhen lassen.« 

9. Weil aber doch nur selten volle Gewissheit 
erlangt werden kann, so wollen es die Nothwendig- 
keit und das Herkommen, dass das, was nur moralisch 
gewiss ist, für unbedingt gewiss gehalten wird. Es 
würde also nützlich sein, wenn auf Veranlassung der Obrig- 
keit bestimmte Grenzen für die moralische Gewisshdt fest- 
gesetzt würden, wenn z. B. entschieden würde, ob zur Er- 
zielung dieser :^^ oder -^^^ der Gewissheit verlangt werden 
müssen, damit ein Richter nicht parteiisch sein kann, sondern 
einen festen Gesichtspunkt hat, welchen er beim Fällen des 
Urtheiles beständig im Auge behält. 

Noch mehr derartige Axiome kann jeder, welcher im ge- 
wöhnlichen Leben bewandert ist, auf eigene Faust aufstellen; 
wir können nicht alle, zumal uns die passende Gelegenheit 
für ihre Anwendung mangelt, im Gedächtnisse haben. 



Kapitel m. 

Verscliiedene Arten von Beweisgründen; Schätzung ihres 
Gewichtes für die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten 

von Dingen. 

Derjenige, welcher die Beweisgründe eines ürtheils oder 
einer Vermuthung prüft, wird drei verschiedene Arten unter- 
scheiden: einige Beweisgründe sind nothwendig vorhanden 
und zeigen die Sache zufällig an, andere sind zufällig 
vorhanden und zeigen die Sache nothwendig an, und 
endlich noch andere sind zufällig vorhanden und zeigen 
die Sache auch zufällig an. Ich erläutere den Unterschied 
an Beispielen: Mein Bruder hat mir schon lange Zeit keinen 
Brief geschickt; ich bin nun im Zweifel, ob seine Trägheit 
oder Geschäfte daran schuld sind, befürchte aber auch, dass 
er vielleicht gar gestorben ist. Hier sind also drei Gründe 
für das Ausbleiben von Briefen: Trägheit, Tod und Geschäfte. 
Der erste dieser Gründe ist nothwendig vorhanden (in Folge 
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hypothetischer Nothwendigkeit, weil ich von meinem Bruder 
weiss und annehme, dass er träge ist), aber er zeigt das Aus- 
bleiben der Briefe nur zufällig an, da diese Trägheit meinen 
Bruder nicht hätte am Schreiben zu hindern brauchen. Der 
zweite Grund ist zufällig vorhanden (denn es kann mein Bruder 
noch am Leben sein), aber er zeigt das Ausbleiben der Briefe 
nothwendig an, da ein Todter nicht schreiben kann. [218] 
Der dritte Grund ist zufällig vorhanden und zeigt auch das 
Ausbleiben der Briefe zufällig an, da mein Bruder Geschäfte 
haben oder auch nicht haben kann, und da sie im ersteren 
Falle nicht so umfangreich zu sein brauchen, dass sie ihn 
vom Schreiben abhalten. — Ein weiteres Beispiel ist das 
folgende: Ein Spieler soll nach den getroffenen Vereinbarungen 
gewinnen, wenn er mit zwei Würfeln sieben Augen wirft, 
und ich will vermuthen, ob er Hoffnung auf Gewinn hat. 
Hier ist der Beweisgrund für den Sieg der Wurf von sieben 
Augen, welcher den Sieg mit Nothwendigkeit anzeigt (nämlich 
kraft der von den Spieltheilnehmern getroffenen Vereinbarung), 
aber dieser Grund ist nur zufallig vorhanden, da ja ausser 
den sieben Augen auch eine andere Anzahl von Augen fallen 
kann. 

Ausser dieser Verschiedenartigkeit der Beweisgründe mag 
man noch einen weiteren Unterschied zwischen ihnen beachten, 
insofern als einige derselben reine, andere gemischte sind. 
Reine Beweisgründe nenne ich solche, welche in einigen 
Fällen eine Sache so beweisen, dass sie in anderen Fällen 
nichts positiv beweisen; gemischte Beweisgründe aber 
nenne ich solche, welche in einigen Fällen eine Sache so be- 
weisen, dass sie in anderen Fällen das Gegentheil derselben 
beweisen. Z. B. In einem Haufen von sich Streitenden wird 
einer derselben mit einem Schwerte erstochen und durch das 
Zeugniss vertrauenswürdiger Menschen wird festgestellt, dass 
der Thäter einen schwarzen Mantel getragen hat. Wenn 
nun von den Streitenden Gracchus und drei Andere mit 
schwarzen Mänteln bekleidet waren, so wird dieses BLleidungs- 
stück einen Beweisgrund dafür abgeben, dass der Mord von 
Gracchus verübt wurde, aber nur einen gemischten; denn in 
einem Falle beweist der Mantel seine Schuld, in drei Fällen 
aber seine Unschuld, je nachdem der Mord von ihm selbst oder 
von einem der drei Andern verübt worden ist, und er kann 
nicht von diesem Letzteren ausgeführt sein, ohne dass Gracchus 
unschuldig ist. Ist aber in dem angestellten Verhöre Gracchus 

Ostwald's Klassiker. 108. 6 
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erbleicht, so liefert dieses Erbleichen einen reinen Beweis- 
grund; denn es beweist die Schuld des Gracchus, wenn es 
von dem bösen Gewissen herkommt, es bezeugt aber nicht 
seine Unschuld, wenn es durch irgend eine andere Ursache 
veranlasst ist, da Gracchus sehr leicht aus einer solchen er- 
bleicht und dabei doch der Mörder sein kann. 

Aus dem bisher Gesagten ist klar ersichtlich, dass die 
Beweiskraft, welche irgend ein Beweisgrund hat, von der 
Menge der Fälle abhängt, in welchen dieser vorhanden oder 
nicht vorhanden sein kann, eine Sache anzeigen oder nicht 
anzeigen oder auch ihr Gegentheil anzeigen kann. Daher kann 
der Grad der Gewissheit oder die Wahrscheinlichkeit, welche 
dieser Beweisgrund liefert, aus jenen Fällen mit Hülfe der 
Lehren des ersten Theiles genau so berechnet werden, als 
wie die Hoffnungen der Theilnehmer an einem Glücksspiele 
gefunden zu werden pflegen. Um dies zu beweisen, nehmen 
wir an, dass die Anzahl der Fälle, in welchen ein Beweis- 
grund zufällig vorhanden sein kann, [219] gleich b, die der 
Fälle, in welchen ein Beweisgrund nicht vorhanden sein kann, 
gleich (?, und die Anzahl beider Fälle b -\- c = a ist. Ferner 
sei die Anzahl der Fälle, in welchen der Beweisgrund eine 
Sache zufällig anzeigt, gleich ß^ in welchen er sie nicht oder 
ihr Gegentheil anzeigt, gleich y und die Anzahl beider Fälle 
^ + y = of. Wir nehmen joioch aUj dass^alle Fälle gleich 
ngödich sind, d. h. dass jeder Fall mit derselben Leichtigkeit 
wie jeder andere eintreten kann. Im andern Falle nehmen 
wir eine Abänderung vor, indem wir an Stelle eines jeden 
leichter einti-etenden Falles soviele Fälle zählen, als dieser 
Fall leichter als die übrigen eintritt; so z. B. zählen wir statt 
eines dreifach leichteren Falles drei Fälle, welche mit der 
gleichen Leichtigkeit wie die übrigen eintreten können. 

1. Wenn nun ein Beweisgrund zufällig vorhanden sein 

kann und nothwendig eine Sache anzeigt, so giebt es 

nach den eben getroffenen Festsetzungen b Fälle, in welchen 

er vorhanden sein und also auch die Sache (oder l) anzeigen 

kann, und c Fälle, in welchen er nicht vorhanden sein und 

also auch nichts anzeigen kann. Dies giebt (nach Satz II, 

J . 1 _|_c . b 
Zusatz, im ersten Theile, S. 7) das Gewicht = — , 

sodass ein solcher Beweisgrund — der Sache oder der Ge- 

a 

wissheit der Sache beweist. 
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2. Ist der Beweisgrund nothwendig vorhanden und 
kann er zufällig eine Sache anzeigen, so sind nach den 
obigen Annahmen ß Fälle vorhanden, in denen er die Sache 
anzeigen kann, und y Fälle, in welchen er diese nicht oder 
sogar ihr Gegentheil anzeigt. Daraus folgt für diesen Beweis- 

ß . 1 JUy. S 

ffrund die Beweiskraft = — , und es beweist da- 

a a 

her ein solcher — der Gewissheit der Sache; ist der Beweis- 

a 

grund ein gemischter, so folgt (was auf dieselbe Weise sich 

y . 1 _L/J . y 

ergiebt) für die Gewissheit ihres Gegentheiles — - = — . 

' a a 

3. Wenn ein Beweisgrund zufällig vorhanden sein und 
zufällig eine Sache anzeigen kann, so nehmen wir zu- 
nächst an, dass er vorhanden ist, in welchem Falle er, wie 

eben gezeigt ist, — der Sache, und wenn der Beweisgrund 

ein gemischter ist, — ihres Gegentheiles beweist. Da es nun 

b Fälle giebt, in denen der Beweisgrund vorhanden sein kann, 
und c Fälle, in denen er nicht vorhanden sein, also auch nichts 
beweisen kann, so hat dieser Beweisgrund für den Beweis der 

Sache das Gewicht = — , und, wenn er ein 

a aa 

b .-^-j-c. 

et b y 

gemischter ist, den Werth = — ^ für den Be- 
tt aa 

weis ihres Gegentheiles. 

[220] 4. Wenn ferner mehrere Beweisgründe für den Be- 
weis ein und derselben Sache vorhanden sind, und wenn wir 
für den 

1., 2., 3., 4., 5., ... Beweisgrund 

die Anzahl aller Fälle mit a, rf, g^ p, *, ... 

die Anzahl aller beweisen- \ , i 

den Fälle mit / ^' ^' ^j 9, h '-' 

die Anzahl aller nicht be- 1 

weisenden oder das Gegen- > r, y, e, r, u, ... 

theil beweisendeuFällemit j 

6* 
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bezeichnen, so wird die aus dem Zusammenwirken aller Be- 
weisgründe resultirende Beweiskraft folgendermaassen geschätzt. 
Alle Beweisgi-ünde seien erstens reine. Dann ist das Ge- 

wicht des ersten Beweisgrundes für sich allein gleich — 

= (statt — müssen wir — schreiben, wenn der Beweis- 

a a a 

h ti 

grund zufällig die Sache anzeigt, und -^ , wenn er zugleich 

noch zufällig vorhanden ist), wie wir gezeigt haben. Nun 
tritt ein zweiter Beweisgrund hinzu, welcher in e = d — f 
Fällen die Sache oder l beweist und in f Fällen sie nicht 
beweist; in diesen letzten y Fällen bleibt daher nur das eben 

gefundene Gewicht des ersten Beweisgrundes als wirk- 
sam übrig. Beide Beweisgründe zusammen haben mithin das 
Gewicht: 

d ad ad 

Nehmen wir jetzt noch den dritten Beweisgrund hinzu, so 
sind h = g — i Fälle vorhanden , in welchen er die Sache 
beweist, und i Fälle, in welchen er sie nicht beweist und nur 

die beiden ersten Beweisgründe mit ihrem Gewichte j-^ 

ad 

wirksam bleiben. Folglich haben alle drei Beweisgründe zu- 
sammen das Gewicht: 

,. . . .ad—cf 
^^ ' ad adg — cft cfi 

~g ^ — ^di~=^~^g' 

Und in der gleichen Weise müssen wir weiter vorgehen, wenn 
noch mehr Beweisgründe vorhanden sind. Offenbar ist die 
Wahrscheinlichkeit, welche alle Beweisgründe zusammen liefern, 
von der völligen Gewissheit oder der Einheit nur um den 
Bruchtheil der Einheit entfernt, welcher gleich dem Producte 
aller nicht beweisenden Fälle dividirt durch das Product aller 
Fälle von allen Beweisgründen ist. 

5. Zweitens seien alle Beweisgründe gemischte. Da nun 
die Anzahl aller beweisenden Fälle des ersten Beweisgrundes 
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gleich J, des zweiten gleich e^ des dritten gleich ä, . . . und 
der das Gegentheil beweisenden Fälle bez. gleich c, f, «, ... 
ist, so verhält sich die Wahrscheinlichkeit der zu beweisen- 
den Sache zu der ihres Gegentheiles kraft des ersten Beweiö- 
grundes allein wie 5 : c, kraft des zweiten allein wie e \f^ 
kraft des dritten allein wie h : i. Nun ist es aber augen- 
scheinlich genug, dass sich die gesammte Beweiskraft, welche 
aus dem Zusammenwirken aller Beweisgründe resultirt, zu- 
sammensetzt aus den Beweiskräften aller einzelnen Gründe, 
[221] d. h. dass die Wahrscheinlichkeit der Sache zu der 
Wahrscheinlichkeit ihres Gegentheiles sich verhält wie 
ÄeJÄ . . . : cfi . . . ; folglich ist die Wahrscheinlichkeit der Sache 

gleich 7 — r / ' ' . — und die ihres Gegentheiles gleich 

cfi , . . 

beh ' ' ' -\- cfi * . . 

6. Es seien drittens einige Beweisgründe reine (z. B. die 
drei ersten von fünfen) und einige gemischte (z. B. die 
beiden übrigen). Ich betrachte zunächst die reinen allein, 

welche (nach Nummer 4) — - , ' der Gewissheit der 
^ ' adff 

C fZ 

Sache beweisen, sodass also noch -^ an der Einheit fehlt. 

' adff 

Wir haben also gleichsam adff — cfi Fälle, in welchen die 
drei reinen Beweisgründe zusammen die Sache oder 1 be- 
weisen, und cfi Fälle, in welchen sie nichts beweisen und 
nur den gemischten Beweisgründen ihren Platz einräumen. 
Diese letzteren beiden aber haben (nach Nummer 5) für die 

gi TU 

Sache das Gewicht —-- , - und für ihr Gegentheil 



qt -^ ru qt -{- ^w 

Folglich ergiebt sich aus allen Beweisgründen für die Sache 
die Wahrscheinlichkeit ^ 2) : 

[adff — cfi) • 1 + cfi—-^^ 7 / ^ , > /.- 

^ ^ ' ' ^ -^ qt + ru _ adff(qt + ru) — cftru 

adff adff[qt -\- ru) 

cfiru 






adff[qt -\- ru) 



* c "fi r u 

Diese Wahrscheinlichkeit ist um -^~- • ; kleiner als 

adff qt -^ ru 
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die Gewissheit oder Einheit; der erste Bruch dieses Productes 
ist aber genau der Bruchtheil, um welchen die aus allen reinen 
Beweisgründen (nach Nr. 4) resultirende. Wahrscheinlichkeit der 
Sache kleiner als die Gewissheit ist, während der zweite Bruch 
gleich der ganzen Wahrscheinlichkeit des Gegentheils ist, welche 
sich (nach Nr. 5) aus den gemischten Beweisgründen ergiebt. 

7. Wenn ausser den Beweisgründen, welche der zu be- 
weisenden Sache förderlich sind, sich noch andere reine Be- 
weisgründe darbieten, durch welche ihr Gegentheil bezeugt 
wird, so müssen die Beweisgründe beider Arten nach den 
vorstehenden Regeln einzeln abgewogen werden, damit das 
Verhältniss ermittelt werden kann, welches zwischen der Wahr- 
scheinlichkeit der Sache und der Wahrscheinlichkeit ihres 
Gegentheiles besteht. Hierzu ist noch zu bemerken, dass, 
wenn die beiderseitigen Beweisgründe genügend stark sind, 
beide Wahrscheinlichkeiten die Hälfte der Gewissheit merklich 
übertreffen können, d. h. also dass jede ^qy einander ent- 
gegengesetzten Möglichkeiten wahrscheinlich ist, wenn auch 
die eine relativ weniger wahrscheinlich ist als die andere. 
So ist es möglich, dass eine Sache | der Gewissheit und ihr 
Gegentheil -| der Gewissheit hat; dann ist jede der beiden 
sich gegenüberstehenden Möglichkeiten wahrscheinlich, dennoch 
ist die erstere Möglichkeit weniger wahrscheinlich als die 
letztere und zwar im Verhältniss f : |^ = 8 : 9. 

Ich sehe voraus — wie ich nicht in Abrede stellen kann — , 
dass sich bei der speciellen Anwendung dieser Regeln [222] viele 
Umstände darbieten werden, welche schuld daran sein können, 
dass sich Jemand oft schmählich irrt, wenn er bei der Unter- 
scheidung der Beweisgründe nicht vorsichtig zu Werke geht. 
Denn zuweilen können Beweisgründe verschiedene zu sein 
scheinen, während sie thatsächlich nur einefi und denselben 
Beweisgrund vorstellen, oder umgekehrt können thatsächlich 
verschiedene Beweisgründe nur einen zu bilden scheinen; 
bisweilen werden auch solche Beweisgründe verwendet, welche 
den Beweis des Gegentheils völlig unmöglich machen; und 
so fort. Zur Erläuterung dieser Verhältnisse füge ich noch 
einige Beispiele an. Ich nehme in dem oben angegebenen 
Beispiele des Gracchus an, dass die glaubwürdigen Leute, 
welche die Streitenden beobachtet haben, bei dem Mörder 
noch rothe Kopfhaare wahrgenommen und dass Gracchus und 
zwei Andere rothe Haare haben, dass aber keiner der beiden 
Anderen einen schwarzen Mantel trug. Wenn nun hier Jemand 
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aus den Indicien, dass ausser Gracchus noch drei Andere 
schwarze Mäntel trugen und zwei Andere ebenfalls rothes 
Haar haben , schliessen wollte, dass die Wahrscheinlichkeit 
von Gracchus' Schuld zu der Wahrscheinlichkeit seiner Un- 
schuld sich (nach Nr. 5) wie 1:2-3 = 1:6 verhalte und 
dass Gracchus also viel wahi*scheinlicher unschuldig als schuldig 
ist, so würde er einen sehr falschen Schluss ziehen. Denn 
hier sind eigentlich nicht zwei Beweisgründe vorhanden, sondern 
nur ein einziger, welcher aber von zwei Umständen zugleich, 
der Mantelfarbe und der Haarfarbe gestützt wird. Da diese 
beiden Umstände allein bei Gracchus zusammentreffen, so be- 
zeugen sie, dass kein Anderer als er der Mörder sein kann. 
Hinsichtlich eines schriftlichen Vertrages erheben sich 
Zweifel, ob das der Urkunde beigefügte Datum in betrü- 
gerischer Absicht vorweggenommen sei. Ein Beweisgrund, 
dass dies nicht der Fall ist, kann der sein, dass die Urkunde 
von einem Notare, d. i. einer öffentlichen und vereidigten 
Person, eigenhändig unterzeichnet ist, von welchem es un- 
wahrscheinlich ist, dass er einen Betrug verübt hat„ da er 
dies nicht ohne die grösste Gefahr für seine Ehre und seine 
Stellung hätte thun können, und dass ferner unter fünfzig 
Notaren kaum einer sich findet, welcher so weit die Schlech- 
tigkeit zu treiben wagen würde. Dafür können die Beweis- 
gründe sprechen, dass der Ruf dieses Notars ein sehr schlechter 
ist, dass er aus dem Betrüge für sich einen sehr grossen 
Gewinn erwarten konnte, und zumal dass er etwas bezeugt 
hat, was keine Wahrscheinlichkeit besitzt (z. B. wenn er be- 
zeugt hätte, dass Jemand einem Andern 10 000 Goldstücke 
geliehen hätte zu einer Zeit, wo er nach allgemeiner Schätzung 
kaum 100 Goldstücke in seinem ganzen Vermögen gehabt 
haben konnte). Betrachten wir hier den Beweisgrund allein, 
welcher aus dem Amte und der Stellung des Unterzeichners 
folgt, [223] so können wir die Wahrscheinlichkeit der Echt- 
heit des Datums auf -f^ der Gewissheit schätzen. Wenn wir 
aber die Beweisgi-ünde für das Gegentheil erwägen, so werden 
wir zugestehen müssen, dass die Urkunde kaum ungefälscht 
sein kann, und dass also ein in ihr begangener Betrug fast 
moralische Gewissheit, d. h. gleichsam yxfVtt Gewissheit hat. 
Daraus aber dürfen wir nicht folgern, dass die Wahrschein- 
lichkeit der Echtheit der Urkunde sich zur Wahrscheinlichkeit 
der Fälschung (nach Nr. 7) verhält wie 41 • rVÄ? ^- ^- ^^^^ 
beide fast gleich sind. Wenn wir nämlich annehmen, dass 
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der Notar übel beleumundet ist, so nehmen wir damit zugleich 
an, dass er nicht zu den 49 rechtschaffenen Notaren, welche 
Betrügereien verabscheuen, gehört, sondern dass er jener 
fünfzigste ist, welcher sich kein Gewissen daraus macht, in 
seinem Amte treulos zu sein; damit aber verliert jener Be- 
weisgrund, welcher sonst für die Echtheit der Urkunde hätte 
zeugen können, seine ganze Beweiskraft und wird völlig 
nichtssagend. 



Kapitel IV. 

lieber die zwei Arten, die Anzahl der Fälle zu ermitteln. 

Was von der Art, sie dnrch Beobachtung zu ermitteln, 

zu halten ist. Hauptproblem hierbei, und anderes. 

In dem vorigen Kapitel wurde gezeigt, auf welche Weise 
aus den Zahlen der Fälle, in welchen Beweisgründe für eine 
beliebige Sache vorhanden oder nicht vorhanden sein können, 
sie anzeigen oder nicht anzeigen oder auch ihr Gegentheil 
anzeigen können, ihre Beweiskräfte und die diesen proportionalen 
Wahrscheinlichkeiten sich bestimmen und schätzen lassen. Wir 
sind also dahin gelangt, dass zur lichtigen Bildung von Ver- 
muthungen über irgend eine Sache nichts anderes zu thun 
erforderlich ist, als dass wir zuerst die Zahl dieser Fälle 
genau ermitteln und dann bestimmen, um wieviel die einen 
Fälle leichter als die anderen eintreten können. Und hier 
scheint uns gerade die Schwierigkeit zu liegen, da nur für 
die wenigsten Erscheinungen und fast nii'gends anders als in 
Glücksspielen dies möglich ist; die Glücksspiele wurden aber 
von den ursprünglichen Erfindern, damit die Spieltheilnehmer 
gleiche Gewinnaussichten haben sollten, so eingerichtet, dass 
die Zahlen der Fälle, in welchen sich Gewinn oder Verlust 
ergeben muss, im voraus bestimmt und bekannt sind, und dass 
alle Fälle mit gleicher Leichtigkeit eintreten können. Bei den 
weitaus meisten andern Erscheinungen aber, welche von dem 
Walten der Natur oder von der Willkür der Menschen ab- 
hängen, ist dies keineswegs der Fall. [224] So sind z. B. bei 
Würfeln die Zahlen der Fälle bekannt, denn es giebt für 
jeden einzelnen Würfel ebenso viele Fälle als er Flächen hat; 
alle diese Fälle sind auch gleich leicht möglich, da wegen 
der gleichen Gestalt aller Flächen und wegen des gleichmäsaig 
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vertheilten Gewichtes des Würfels kein Grund dafür vorhanden 
ist, dass eine Würfelfläche leichter als eine andere fallen sollte, 
was der Fall sein würde^ wenn die Würfelflächen verschiedene 
Gestalt besässen und ein Theil des Würfels aus schwererem 
Materiale angefertigt wäre als der andere Theil. So sind 
auch die- Zahlen d^r Fälle für das Ziehen eines weissen oder 
eines schwarzen Steinchens aus einer Urne bekannt und können 
alle Steinchen auch gleich leicht gezogen werden, weil bekannt 
ist, wieviele Steinchen von jeder Art in der Urne vorhanden 
sind, und weil sich kein Grund angeben lässt, ^arum dieses 
oder jenes Steinchen leichter als irgend ein anderes gezogen 
werden sollte. Welcher Sterbliche könnte aber je die Anzahl 
der Krankheiten (d. i. ebensovieler Fälle), welche den mensch- 
lichen Körper an allen seinen Theilen und in jedem Alter 
befallen und den Tod herbeiführen können, ermitteln und an- 
geben, um wieviel leichter diese als jene Krankheit, die Pest 
als die Wassersucht, die Wassersucht als Fieber den Menschen 
zu Grunde richtet, um daraus eine Vermüthung über das Ver- 
hältniss von Leben und Sterben künftiger Geschlechter abzu- 
leiten? Oder wer könnte die unzähligen Fälle von Verände- 
rungen aufzählen, welchen die Luft täglich unterworfen ist, 
um daraus schon heute vermuthen zu wollen, welche Be- 
schaffenheit sie nach einem Monate oder gar nach einem Jahre 
hat? Oder ferner, wer dtlrfte die Natur des menschlichen 
Geistes' oder den bewunderungswürdigen Bau unseres Körpers 
so weit erforscht haben, um bei Spielen, welche ganz oder 
theilweise von der Verstandesschärfe oder von der körper- 
lichen Gewandtheit der Spieler abhängen, die Fälle bestimmen 
zu wollen, in welchen dieser oder jener Spieler gewinnen 
öder verlieren kann ? Da diese und ähnliche Dinge von ganz 
verborgenen Ursachen abhängen, welche überdies noch durch 
die unendliche Mannigfaltigkeit ihres Zusammenwirkens unsere 
Erkenntniss beständig täuschen, so würde es völlig sinnlos 
sein, auf diese Weise etwas erforschen zu wollen. 

Aber ein anderer Weg steht uns hier offen, um das Ge- 
suchte zu finden und das, was wir a priori nicht bestimmen 
können, wenigstens a posteriori, d. h. aus dem Erfolge, wel- 
cher bei ähnlichen Beispielen in zahlreichen Fällen beobachtet 
wurde, zu ermitteln. Dabei muss angenommen werden, dass 
jedes einzelne Ereigniss in ebenso vielen Fällen eintreten oder 
nicht eintreten kann, als vorher bei einem gleichen Stande 
der Dinge beobachtet wurde, dass es eingetreten oder nicht 
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eingetreten ist. Denn z. B. wenn man beobachtet hat, dass 
von 300 Menschen von dem Alter und der Constitution des 
Titius 200 vor Ablauf von 10 Jahren gestorben sind, [226] 
die übrigen aber länger gelebt haben, so kann man mit hin- 
reichender Sicherheit folgern, dass es doppelt -so viele Fälle 
giebt, in welchen auch Titius innerhalb des nächsten Decen- 
niums der Natur den schuldigen Tribut leisten muss, als 
Fälle, in welchen er diesen Zeitpunkt überleben kann. Ebenso 
wenn Jemand schon seit langen Jahren das. Wetter beobachtet 
und sich angemerkt hat, wie oft es heiter oder regnerisch 
war, oder wenn Jemand zwei Spielern sehr oft zugeschaut 
und gesehen hat, wie oft dieser oder jener gewinnt, so kann 
er gerade dadurch das Verhältniss bestimmen, welches die 
Zahlen der Fälle, in denen dieselben Ereignisse unter den 
vorangegangenen gleichen Umständen auch nachher eintreten 
oder nicht eintreten können, wahrscheinlicher Weise zu einan- 
der haben. 

Diese empirische Art, die Zahl der Fälle durch Beobach- 
tungen zu bestimmen, ist weder neu noch ungewöhnlich; denn 
schon der berühmte Verfasser des Werkes »L'art de penser« i^)^ 
ein scharfsinniger und talentvoller Mann, hat in Kapitel 12 
und folg. des letzten Theiles seines Werkes ein ganz ähn- 
liches Verfahren beschrieben, und alle Menschen beobachten 
im täglichen Leben dasselbe Verfahren. Auch leuchtet jedem 
Menschen ein, dass es nicht genügt, nur eine od'er die 
andere Beobachtung anzustellen, um auf diese Weise 
über irgend ein Ereigniss zu urtheilen, sondern dass 
eine grosse Anzahl von Beobachtungen erforderlich 
sind. Zuweilen hat auch schon ein recht einfältiger Mensch 
in Folge irgend eines natürlichen Instinktes von sich aus und 
ohne jede vorangegangene Unterweisung die Erfahrung gemacht 
(was wirklich wunderbar ist), dass man, je mehr diesbezüg- 
liche Beobachtungen vorliegen, um so weniger Gefahr läuft, von 
der Wahrheit abzuirren. Obgleich nun dies aus der Natur der 
Sache heraus von Jedem eingesehen wird, so liegt doch der auf 
wissenschaftliche Prinzipien gegründete Beweis durchaus nicht 
auf der Hand, und es liegt mir daher ob, ihn an dieser Stelle 
zu erbringen. Ich würde aber glauben zu wenig zu leisten, 
wenn ich bei dem Beweise dieses einen Punktes, welchen 
Jeder kennt, stehen bleiben wollte. Man muss vielmehr 
noch Weiteres in Betracht ziehen, woran viel- 
leicht Niemand bisher auch nur gedacht hat. Es 
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bleibt nämlich noch zu untersuchen, ob durch 
Vermehrung der Beobachtungen beständig auch 
die Wahrscheinlichkeit dafür wächst, dass die 
Zahl der günstigen zu der Zahl der ungünstigen 
Beobachtungen das wahre Verhältniss erreicht, 
und zwar in dem Maasse, dass diese Wahrschein- 
lichkeit schliesslich jeden beliebigen Grad der 
Gewissheit übertrifft, oder ob das Problem viel- 
mehr, so zu sagen, seine Asymptote hat, d. h. ob 
ein bestimmter Grad der Gewissheit, das wahre 
Verhältniss der Fälle gefunden zu haben, vor- 
handen ist, welcher auch bei beliebiger Ver- 
mehrung der Beobachtungen niemals überschritten 
werden kann, z. B. dass wir niemals über ^j f oder | 
der Gewissheit hinaas Sicherheit erlangen können, das wahre 
Verhältniss der Fälle ermittelt zu haben. Damit noch durch 
ein Beispiel deutlich werde, [226] was ich meine, nehme ich 
an, es seien in einer Urne ohne dein Voi*wissen 3000 weisse 
und 2000 schwarze Steinchen und du wollest durch Versuche 
das Verhältniss derselben bestimmen, indem du ein Steinchen 
nach dem andern herausnimmst (jedoch so, dass du jedes 
gezogene Steinchen wieder zurücklegst, ehe du ein neues 
herausnimmst, damit die Zahl der Steinchen in der Urne nicht 
kleiner wird) und beobachtest, wie oft ein weisses, wie oft 
ein schwarzes Steinchen herauskommt. Es fragt sich nun, ob 
du dies so oft würdest thun können, damit es zehn-, hundert-, 
tausendmal u. s. w. wahrscheinlicher (d. h. schliesslich moralisch 
gewiss) wird, dass die Zahl der Züge, mit welchen du ein 
weisses Steinchen ziehst, zu der Zahl derer, mit welchen 
du ein schwarzes ziehst, dasselbe Verhältniss 1^, welches die 
Zahlen der Steinchen (oder der Fälle) selbst zueinander haben, 
annimmt, als dass diese Zahlen irgend ein anderes, davon 
verschiedenes Verhältniss bilden. Ist dies nicht der Fall, 
so gestehe ich, dass es um unsern Versuch, die Zahl der 
Fälle durch Beobachtungen zu ermitteln, schlecht bestellt ist. 
Wenn es aber der Fall ist und man schliesslich auf diese 
Weise moralische Gewissheit erhält (dass dies wirklich so ist, 
werde ich in dem folgenden Kapitel zeigen), so können wir 
die Zahlen der Fälle a posteriori fast ebenso genau finden, 
als wenn sie uns a priori bekannt wären. Und dies ist für 
das bürgerliche Leben, wo das moralisch Gewisse als ab- 
solut gewiss angesehen wird, nach Axiom 9 des Kapitels II 
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hinreichend, um nüsere Vermuthung in jedem beliebigen 
Zufallsgebiete nicht weniger wissenschaftlich zu leiten als bei 
den Glücksspielen. Denn wenn wir an Stelle der Urne z. B. 
die Luft oder den menschlichen Körper uns gesetzt denken, 
welche eine Unmenge der verschiedenartigsten Veränderungen 
und Krankheit gerade so in sich bergen, wie die Urne die 
Steinchen, so werden wir auch in gleicher Weise durch 
Beobachtungen bestimmen können, um wieviel leichter auf 
diesen Gebieten dieses als jenes Ereigniss eintritt 

Damit aber dies nicht unrichtig verstanden werde, ist 
noch zu bemerken, dass wir das Verhältniss zwischen 
den Zahlen der Fälle, welches wir durch Beobach- 
tungen zu bestimmen unternehmen, nicht absolut 
genau (denn so würde ganz das Gegentheil herauskommen 
und desto unwahrscheinlicher werden, dass das richtige 
Verhältniss gefunden sei, je mehr Beobachtungen gemacht 
wären), sondern nur mit einer bestimmten An- 
näherung erhalten, d. h. zwischen zwei Grenzen 
einschliessen wollen, welche aber beliebig nahe 
bei einander angenommen werden können. Wenn 
wir in dem oben angeführten Beispiele der Urne mit den 
Steinchen zwei Verhältnisse, z. B. f^-^ und ||^g^, oder f^^^ 
und f o^f , oder u. s. w., annehmen, von denen das eine wenig 
kleiner, das andere wenig grösser als l^ ist, so zeigt es 
sich, dass es mit jeder beliebigen Wahrscheinlichkeit wahr- 
scheinlicher wird, [227] dass das durch häufig wiederholte 
Beobachtungen gefundene Verhältniss innerhalb dieser Grenzen 
des Verhältnisses 1^ liegt, als ausserhalb derselben. 

Dieses ist das Problem, welches ich an dieser Stelle zu 
veröffentlichen mir vorgenommen habe, nachdem ich schon 
seit 20 Jahren dasselbe mit mir herumgetragen habe; seine 
Neuheit sowohl als auch sein ausserordentlich grosser Nutzen 
in Verbindung mit seiner ebenso grossen Schwierigkeit lässt 
alle übrigen Kapitel dieser Lehre an Wichtigkeit und Bedeu- 
tung gewinnen. Bevor ich aber auf seine Lösung eingehe, will 
ich kurz die Einwände widerlegen, welche einige Gelehrte*^) 
dagegen erhoben haben. 

1. Zuerst machen sie den Einwurf, dass das Verhältniss 
zwischen den Steinchen von anderer Beschaffenheit sei als 
dasjenige zwischen den Krankheiten und den Luftveränderungen; 
die Zahl jener sei bestimmt, die Zahl dieser aber unbestimmt 
und unsicher. 
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Darauf antworte ich: Beide sind hinsichtlich unserer Er- 
kenntniss gleich ungewiss und unbestimmt. Dass aber irgend 
ein Ding an sich und seiner Natur nach ungewiss und unbestimmt 
beschaffen sei, kann von uns ebenso wenig verstanden werden, 
als wir verstehen können, dass Gott etwas zugleich erschaffen 
und nicht erschaffen hat; denn alles was Gott geschaffen hat, 
hat er gerade dadurch, dass er es geschaffen hat, auch be- 
stimmt. 

2. Zweitens werfen sie ein, die Zahl der Steinchen sei 
endlich, die der Krankheiten aber unendlich. 

Ich erwidere hierauf: Die letztere Zahl ist eher erstaun- 
lich gross als unendlich; aber zugegeben, dass sie unendlich 
gross sei, so ist bekannt, dass auch zwischen zwei unendlich 
grossen Zahlen ein bestimmtes Verhältniss bestehen kann, 
welches sich durch endliche Zahlen entweder genau oder 
wenigstens so genau, als nur irgend wtinschenswerth ist, aus- 
drücken lässt. So hat immer die Peripherie eines Kreises 
ein bestimmtes Verhältniss zu seinem Durchmesser, welches 
zwar nur durch unendlich viele Decimalstellen der JLudolpK- 
schen Zahl genau angegeben wird, aber doch von Archimedes, 
Metius und Ludolph selbst in Grenzen eingeschlossen ist, 
welche für den Gebrauch völlig ausreichen. Daher hindert 
nichts daran, das Verhältniss zwischen zwei unend- 
lich grossen Zahlen, welche durch endliche Zahlen 
sehr annähernd genau dargestellt werden können, 
durch eine endliche Anzahl von Beobachtungen zu 
bestimmen. 

3. Drittens machen sie den Einwand ,. dass die Zahl der 
Krankheiten nicht beständig dieselbe sei, sondern dass täg- 
lich neue entstehen. 

Darauf entgegne ich: Dass sich im Laufe der Zeiten die 
Krankheiten vermehren können, leugne ich nicht, und sicher- 
lich würde derjenige, welcher aus heutigen Beobachtungen 
auf antediluvianische Zeiten zurückschliessen wollte, gewaltig 
von der Wahrheit abirren. Daraus folgt aber nichts weiter 
als dass bisweilen neue Beobachtungen angestellt 
werden müssen; [228] auch bei den Steinchen würden neue 
Beobachtungen nothwendig werden, wenn man annehmen 
müsste, dass ihre Anzahl in der Urne sich geändert hätte. 
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Kapitel V. 
Lösung des vorigen Problems. 

Um den weitläufigen Beweis mit möglichster Kürze und 
Klarheit zu führen, versuche ich alles rein mathematisch zu 
formuliren und schicke zu dem Zwecke die folgenden Hülfs- 
sätze voraus; sind diese bewiesen, so besteht alles üebrige 
in ihrer blossen Anwendung. 

Hü If SS atz 1. Es sei die Reihe der natürlichen Zahlen 

0,1, 2, ..., r — 1, r, r+1, ..., r + Ä 

gegeben, wo r irgend eine mittlere Zahl und r — 1 und r + 1 
die dieser links und rechts benachbarten Zahlen bezeichnen. 
Diese Reihe werde fortgesetzt, bis ihr letztes Glied ein be- 
liebiges ganzzahliges Vielfaches von r + ^y z. B. nr '\' ns ist, 
wodurch die neue Reihe entsteht: 

0, 1, 2, ..., nr — «, ..., wr, ..., wr + ^j •••? ^/• + ?^«. 

Mit wachsendem n steigt auf diese Weise sowohl die An- 
zahl der zwischen nr und wr + w, bez. nr — n gelegenen 
Glieder, als auch die Anzahl der Glieder, welche sich von 
den Grenzgliedern ^^r + ?^, bez. nr — n bis zu den äusser- 
sten Gliedern nrr-\'ns und erstrecken. Niemals aber, wie 
gross auch die Zahl n gewählt werden mag, übertrifft die An- 
zahl der Glieder, welche grösser als nr-^-n sind, mehr als 
(6* — l)-mal die Anzahl der zwischen nr und 7^r4-^^ ge- 
legenen Glieder und die Anzahl der Glieder, welche kleiner 
als «r — n sind, mehr als (r — l)-mal die Anzahl der zwischen 
nr — n und nr gelegenen Glieder. 

Beweis. Die Anzahl der Glieder, welche grösser als 
nr-\-n sind, ist gleich n[s — 1) und der Glieder, welche 
kleiner als nr — n sind, ist gleich n{r — 1). Die Anzahl 
der zwischen nr (ausschliesslich) und einer der beiden Grenzen 
(einschliesslich) gelegenen Zahlen ist gleich n. Es verhält 
sich aber stets 

/^ (« — 1) : w = 5 — 1:1 
und n[r — 1) : ^^ == r — 1:1. 

Daraus folgt, u. s. w. 
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[229] Hülfssatz 2. , Wenn das Binom r + s in irgend 
eine ganzzahlige Potenz erhoben wird, so hat die Entwickelung 
immer ein Glied mehr als der Potenzexponent Einheiten. 

Denn es besteht die Entwickelung eines Quadrates aus 
drei, eines Cubus aus vier, eines Biquadrates aus fünf Gliedern, 
und so fort. 

Hülfssatz 3. In der Entwickelung einer Potenz des 
Binoms r -{- s, deren Exponent irgend ein ganzzahliges Viel- 
faches von r ■+- s = tj z. B. n [r -i- s) = nt ist, hat erstens 
ein Glied M dann den* grössten Werth von allen' Gliedern, 
wenn die Anzahl aller ihm vorangehenden zu der aller ihm 
folgenden Glieder sich wie s zu r verhält, oder — was auf 
dasselbe hinauskommt — wenn in ihm die Exponenten von 
r und s sich wie r zu s verhalten und jedes dem Gliede 
M auf der rechten oder linken Seite näherstehende Glied 
einen grösseren Werth als ein entfernteres Glied auf der 
gleichen Seite. Zweitens hat das Glied M zu einem näheren 
Gliede ein kleineres Verhältniss, al» — - bei gleichem Ab- 
stände der Glieder — dieses letztere zu dem entfernteren ^^). 

Beweis. 1. Den Mathematikern ist wohlbekannt, dass 
die (fitf^ Potenz des Binoms r -\- s sich durch die folgende 
Reihe darstellen lässt: 



(r +5)*»^ = r*»^ + (^ ^ r""^"' « + (^ ^) ^*~ 



2 o2 



s' + 



+ (V) ^* *"'"' + (V) ^ **''"' + ^'"'^ 



in welcher die Exponenten von r fortwährend abnehmen, 
während die von s wachsen, und die Coefficienten des ersten 
und letzten, zweiten und vorletzten Gliedes, u. s. w. mit 
einander übereinstimmen. Da nun die Anzahl aller Glieder 
ausser M (nach Hülfssatz 2) gleich nt = nr -{- ns ist und 
nach der Voraussetzung sich die Anzahl der M vorangehen- 
den Glieder zu der ihm nachfolgenden wie s zu r verhält, so 
muss die Anzahl der vorangehenden Glieder gleich 716 und 
der nachfolgenden gleich wr sein. Mithin ist nach dem Bil- 
dungsgesetze der Reihe: 



,, lnt\ lnt\ 

\nsl \nrj 
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Bezeichet man mit L^y L^, Zg , ... der Reihe nach die 
links von M stehenden Glieder und mit Ä^, jR,, -Bj, • . . 
die entsprechenden Glieder rechts, so folgt weiter: [230] 



ftir—i gns-^i • 



* \ns—ll ' * U*r— 1/ 

' Vis — 2/ ' ' \/2r— 2/ ' 

Hieraus ergiebt sich durch Division: 

M (wr+ 1)5 M {ns+ i)r ^ 

~L^ nsr ' E^ nrs ' 

L^__[nr+2ys B^ _{ns +2)r ^ 



Nun ist aber 

[nr+l)s'^nsr , (/»ä+ l)r >>wrÄ , 

(;^r+ 2)5X^5— l)r, (/e5 + 2) r >• («r — 1)ä, 
• • • ) 

folglich ist 

^1 > ^4 7 ^1 > ^« 5 



W. z. b. w. 



2. Es ist ohne weiteres ersichtlich, dass 

nr+ 1 nr+ 2 wä+ 1 ns+ 2 

«5 ;iÄ — 1' nr nr — 1 

ist, folglich ist auch 

[nr+\)s (nr+2]s {ns +\)r (/*«+2) r 

nsr (w5— l)r' nrs ^(wr— ijs 

oder, was dasselbe ist, 

ML, M^li^ 

L, L^ ' B, B^ 
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In gleicher Weise lässt sich zeigen, dass 

ist. Folglich hat das grösste Glied M zu einem näherstehen- 
den Gliede ein kleineres Verhältniss als dieses zu einem ent- 
fernteren auf der gleichen ^eite, wenn die beiden Intervalle 
gleich sind. W. z. b. w. 

[231] Hülfssatz 4. In der Potenz eines Binoms mit dem 
Exponenten nt kann die Zahl n so gi'oss genommen werden^ 
dass die Verhältnisse des grössten Gliedes M zu zwei anderen 
Gliedern Ln und Rn^ welche die w*®" links und rechts von 
M stehenden Glieder der Potenzentwickelung sind, grössere 
Werthe haben, als irgend ein gegebenes Verhältniss. 

Beweis. Da nach dem vorhergehenden Satze M den 
Werth hat: 

,^ nt [nt — 1) (w^ — 2) . • . [nr + 1) 

1 • 2 • 3 • • • • WÄ 

^ nt (nt -i)(nt-2)... {ns+ 1) ^ ^. 
1 . 2 • 3 • • • • wr ' 

so haben nach dem Bildungsgesetze der Reihe die Glieder 
Ln und Rn die Werthe: 

^ nt{ nt-l ) {nt-2)...(nr + n+\} ^^^ ^„,_„ 
1 • 2 • 3 • • • • [ns — n) ' 

^ nt(nt—l)(nt-'2)'''(ns + n+\) 

1 • 2 • 3 • • • • (nr — n) 

Hieraus folgt, nachdem die gemeinsamen Factören durch Divi- 
sion entfernt sind: 

M {nr + n) (nr -\- n — 1) (nr + w — 2) • • • wr s** 

Ln (ns — w + 1) [ns — w+2) [ns — w+3) • - • w« r^* ' 

M [ns -f- n) [ns -\-n — 1) (ns -^n — 2) • • • w« r** 

Rn [nr — n~f 1) (nr — w + 2) [nr — w + 3) ••• wr *♦* 

oder, nachdem r** und ä*' auf die einzelnen Factören der 
Coefficienten gleichmässig vertheilt sind, was möglich ist, da 
die Zähler und Nenner der Coefficienten gerade je w Factören 
besitzen : 

Ofltwald's Klassiker. 108. 7 
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M [nrs-^ns) (nrs + ns — s) [nrs+ns — 2«)...(nr«+«) 

Ln [nrs — wr+^)(wrÄ — »r + 2r)(«r« — «r4-3r)...«r« 

M [nrs-\-nr) (nrs+nr — r) [nrs-^-nr — 2r)...(«r«+r) 

Rn [nrs — ns'\'s){nr$ — ns'\-2s)[nr8 — ns'\-^s),.,nrs 

Die Verhältnisse erhalten aber einen unendlich grossen Werth, 
wenn n unendlich gross wird; denn es verschwinden dann die 
Zahlen 1,2,3,... gegen n, und die Factoren ;)r ±: n =f: 1 , 2, 3, . . . 
haben denselben Werth wie nr ±n und w« qp » di 1, 2, 3,... 
wie ns zp n^ sodass man, wenn man noch Zähler und Nenner 
durch n dividirt, erhält^®): 

[282] M [rs + s) [rs + s) [rs + «)... r« 

Ln [rs — r) [rs — r)[rs — r) . , ,rs^ 

M [rs + r)[rs + r)[rs + r) , , . rs 

Rn [rs — s)[rs — s)[rs — ä) . . . rs 

Die beiden Grössen sind offenbar aus ebensovielen Brüchen 

rs -\- s r« + r 

, bez. zusammengesetzt, als Factoren im Zähler 

rs — r rs — s ' 

(oder Nenner) vorhanden sind, deren Anzahl gleich n^ d. h. 

unendlich gross ist. Daher sind jene beiden Verhältnisse die 

rs *4~ s rs I f 

unendlich hohen Potenzen der Brüche und — -^— - 

rs — r rs — s 

und folglich selbst unendlich gross. Wer diesen Schluss be- 
zweifeln sollte, nehme zwei unendliche fallende geometrische 

rs ""~" r rs ^"~ s 
Reihen mit den Quotienten -— *- und ; — ; in diesen 

rs '{' s rs -\- r 

ist das Verhältniss des ersten zum dritten, vierten, fünften, . . . , 

letzten Gliede gleich dem zwei-, drei-, vier-, . . ., unendlich 

rs I s fs \ r 

oftmal in sich selbst multiplicirten Bruche , bez. • 

rs — r rs — s 

Offenbar aber ist das Verhältniss des ersten zum letzten Gliede, 

welches in einer unendlich fallenden Reihe gleich Null sein 

muss, unendlich gross. Daher folgt, dass auch die unendlich 

rs I Ä fs I 4^ 

hohen Potenzen von und einen unendlich 

rs — r rs — s 

grossen Werth haben. Mithin ist nachgewiesen, dass in der 

Entwickelung der unendlich hohen Potenz eines Binoms das 

grösste Giied M zu zwei Gliedern Ln und Rn Verhältnisse 
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hat, welche grösser sind als jedes angebbare Verhältniss. 
W. z. b. w. 

Htllfssatz 5. In der Potenz eines Binoms mit dem Ex- 
ponenten nt kann die Zahl n so gross gewählt werden, dass 
die Snmme aller Glieder von dem grössten M an naeh beiden 
Seiten bis zn den Gliedern Ln nnd jß^ (einschliesslich) znr 
Summe aller übrigen Glieder, welche nach beiden Seiten ausser- 
halb dieser Grenzen Ln und Mn liegen, ein Verhältniss von 
grösserem Werthe als irgend ein gegebenes bildet. 

Beweis. Da nach der zweiten Behauptung des Htilfs- 
Satzes 3 

M ^ Ln 2>4 ^^ X/n+4 L^ LnJ^<i 



• • • 



^ -^y* -"i ^ -^wT^ ^1 ^ ^___ 

L^ Ln+\ L^ Ln^i L^ Ln+s 

ist, so ist auch 

Ln 2'n+4 Ln+% Ln+3 

Nach Hülfssatz 4 wird aber ftir einen unendlich grossen Werth 

M 
von n der Werth von -=r- unendlich gross [288] und folglich 

Ln 

haben umsomehr die Verhältnisse y— *— , y. * , ^ ^ , • • 

-^n+i LfiJ^i -L^n+3 

unendlich grosse Werthe. Daraus folgt aber weiter: 
L, + L^ + L,-{ h Zn ^ ^ 

-^«+4 + Ln+t + in+3 + • • • + Ltn 

d. h. die Summe aller Glieder zwischen dem grössten Gliede 
M und dem Gliede Ln (einschliesslich) ist unendlich oft grösser 
als die Summe ebensovieler Glieder, welche nach links auf Ln 
folgen. Da aber nach Hülfssatz 1 die Anzahl aller Glieder 
links von Ln die Anzahl der zwischen Ln und M gelegenen 
Glieder nur (s — i)-mal (d. h. eine endliche Anzahl mal) über- 
trifit, und da nach Hülfssatz 3 die Glieder um so kleiner 
werden, je weiter sie von Ln nach links abstehen, so über- 
treffen alle Glieder innerhalb Ln (einschliesslich) und M (auch 
wenn dieses nicht mitgerechnet wird) zusammen doch noch 
unendlich offcmal alle links von Ln stehenden Glieder. 

Auf gleiche Weise wird auch gezeigt, dass alle zwischen 
Rn (einschliesslich) und M (auch wenn dieses nicht mitge- 

7* 
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rechnet wird) gelegenen Glieder zusammen unendlich oftmal alle 
Glieder tibertreffen, welche rechts von R^ stehen und deren 
Anzahl die der ersteren nur (r — l)-mal (nach Htilfssatz 1) 
tibertrifft. Daher tibertiifft schliesslich die Summe aller zwischen 
den Grenzgliedern Ln und Rn gelegenen Glieder, wobei die 
Grenzglieder mitgerechnet werden, das grösste Glied M aber 
weggelassen ist^ unendlich oftmal die Summe aller ausserhalb 
dieser Grenzen stehenden Glieder; und um so mehr gilt dieser 
Satz, wenn zu der ersten Summe das Glied M noch hinzu- 
genommen wird. W. z. b. w. 

Anmerkung. Gegen den vierten und ftinften Htilfssatz 
könnte von denen, welche sich nicht mit Unendlichkeits- 
betrachtungen befreundet haben, der folgende Einwurf gemacht 
werden: Wenn auch in dem Falle eines unendlich grossen 
Werthes der Zahl n die Factoren der Ausdrticke, welche die 

M M 

Verhältnisse -=— und -^ darstellen, nämlich nrihnzp 1,2,3,... 

und WÄ :^ w it 1, 2, 3, . . . den gleichen Werth wie nr ± n 
und ns :jp n haben, da die Zahlen 1, 2, 3, . . . in den ein- 
zelnen Factoren gegentiber dem tibrigen Theile verschwinden, 
so liefern doch alle diese Zahlen in einander multiplicirt 
(wegen der unendlich vielen Factoren) auch eine unendlich 
grosse Zahl und also wird von den unendlich hohen Potenzen 

v S I I S fS ' I ■ f* 

der Brtiche und — -^— unendlich viel subti'ahirt, 

rs — r rs — s 

wodurch sich endliche Zahlen ergeben können. Diesen Be- 
denken kann ich nicht besser entgegentreten, als dass ich 
jetzt die Berechnung für einen endlichen Werth von n wirk- 
lich durchführe; ich werde zeigen, dass auch in einer end- 
lich hohen Potenz des Binoms die Summe der innerhalb der 
Grenzglieder Ln und Rn (einschliesslich) stehenden Glieder 
zur Summe aller übrigen Glieder ein Verhältniss hat, welches 
jedes beliebig gross gegebene Verhältniss c an Werth tibertrifft. 
Ist dies aber gezeigt, so muss der Einwand nothwendiger Weise 
in sich zusammenfallen. 

[284] Zu dem Zwecke nehme ich (ftir die links von M 
stehenden Glieder) irgend ein beliebiges Verhältniss, welches 

kleiner als ■ — ist, also z. B. ■ — = und mul- 

rs — r rs r 

tiplicire dieses so oft (m-mal) in sich, dass das Product gleich 

oder grösser als c{s — 1 ) ist, also 



WahrscheinlichkeitBrechnnng (Ars conjectandi). 101 

Um 7n zn bestimmen, hat man: 

m log(r + 1) — w logr ^ log [c(s — 1)] , 

also ist 

log[c(s — 1)] 

— log(r +1) — logr 

zu wählen. Nun wurde in dem vierten Hülfssatze das Ver- 

M 
hältniss -=- aus dem Producte der Brüche: 

nrs+ns nrs-i-ns — s nrs — ;^s + 25 nrs-i-s 



nrs — nr + r^ nrs — wr + 2r' nrs — nr + 3r^ ' nrs 

bestimmt; jeder einzelne dieser Factoren ist aber kleiner als 

r 8 \ s 

und kommt diesem Bruche um so näher, je grösser 

rs — r 

n genommen wird. Folglich muss einmal, wenn n nur passend 

gewählt wird, einer dieser Brüche gleich werden. Be- 

r 

zeichnet man den Platz dieses Bruches in der Reihe der 

Factoren mit m, so ist: 



folglich: 



r + 1 y>rg + ^^ — (^ — 1)^ 

r nrs — wr + ws 



ms — s 
n = m -f- 



nt =: mt -{' 



r + 1 ' 

mst — st 
r+ 1 



Ich behaupte nun, dass dieser für nt gefundene Werth den 

Exponenten der Potenz angiebt, auf welche man das Binom 

(r + s) erheben muss, wenn das grösste Glied M in der Ent- 

wickelung das Grenzglied i^ mehr o[s — l)-mal übertreffen 

soll. Durch diese Annahme wird nämlich der m^ Bruch in 

r + 1 
dem obigen Producte gleich und nach Voraussetzung 

ist ^ ^ ' > c(ä — 1); [235] alle Brüche aber, welche dem 
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r + 1 
^ten ijj ^ßm Producte vorausgehen, sind grösser als 

T 

und alle ihm nachfolgenden sind mindestens grösser als 1. 
Folglich übertriflEt das Product aller Glieder sicher ^ — ^ ' 

M 

und umsomehr c(s — 1), und da dieses Product gleich -y- 

isty so folgt: 

J/>C(5— l)in. 

Ferner ist, wie oben gezeigt war: 

M L^ ^ L^ L^ ^ Ln 

±Jn -^^n+l -^»1+« -^»1+3 J^in 

folglich ist auch: 

Li> C(8— \) Ln+i, 
i, > c(«— 1) Ln+ij 



in> C (5— 1) Ltny 

und summirt: 

Da aber die Glieder von M an fortwährend abnehmen und 
da die Anzahl der links von Ln stehenden Glieder nicht mehr 
als {s — l)-mal die Anzahl der Glieder i^ , i, , . . . , Ln 
übertrifft, so folgt weiter, dass 

L^ +-^« + -^3 + • • • + ^n !> C [Ln^i +Ln+i +2/n+3 H ] 

ist, wo jetzt in der Klammer der rechten Seite alle links von 
Ln stehenden Glieder vorkommen. 

In gleicher Weise verfahre ich in Bezug auf die rechts 
von M stehenden Glieder. Ich nehme jetzt das Yerhaltniss: 

5 + 1 r« + r 
s rs — s 

und finde, indem ich m so bestimme, dass 

gm — \ / 



WahrsoheinlichkeitBrechnang (Ars conjectandi). 103 

ist: 

^^ log [c{r— 1)] 
tili """^ 



"^ log (5+ 1) — log s 

Darauf setze ich in der Reihe der Bräche: 

nrs-^-nr nrs-^-nr — r nrs-^nr — 2r wr5+^' 

nrs — ns + s nrs — ns-^2s nrs — ^5+85' ' nrs ' 

M 

welche das Verhälttiiss -^ bestimmen, den m*®" Bruch, also 

nrs -}- nr — [m — 1) r 5 + 1 
nrs — ns -\- ms s ' 

woraus sich ergiebt: 

. mr — r 
n = m + 

Ä + 1 

und 

, . mrt — rt 

nt =z mt -A : • 

s + \ 

Hierauf wird genau auf dieselbe Art wie vorher gezeigt, dass 
in dem zu dieser Potenz nt erhobenen Binome r + ^ ^^s 
grösste Glied M das rechte Grenzglied R^ mehr als c [r — l)-mal 
übertrifft, und weiter dass die Summe aller zwischen M (aus- 
schliesslich) und R^ (einschliesslich) befindlichen Glieder die 
Summe aller übrigen Glieder, deren Anzahl nur gleich 
[r — l)-mal der Anzahl der ersteren Glieder ist, mehr als 
c-mal übertrifft. 

Daher folgere ich schliesslich, dass die Summe aller Glieder 
zwischen L^ und Ä^ (einschliesslich) um mehr als c-mal grösser 
ist al's die Anzahl aller übrigen Glieder, wenn das Binom 
r + 5 zu der Potenz erhoben wird, deren Exponent gleich der 
grösseren der beiden Zahlen [238] 

^ , mst — st , ^ . mrt — rt 

mt-i — -— und mt'\- -— — 

r + 1 Ä+ 1 

ist. Es ist also eine endlich hohe Potenz gefunden, welche 
die gewünschte Eigenschaft besitzt. W. z. b. w. 

Nun folgt endlich der Satz, wegen dessen alle bisherigen 
Betrachtungen angestellt worden sind und dessen Beweis nur 
die Anwendung der aufgestellten Hülfssätze erfordert. Um aber 
lästige Umschreibungen zu vermeiden, nenne ich die Fälle, in 




fe 
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welchen irgend ein Ereigniss eintreten kann, frachtbare oder 
günstige nnd die Fälle, in welchen dasselbe Ereigniss nicht 
eintreten kann, unfruchtbare oder ungünstige. Ebenso 
nenne ich die Versuche und Beobachtungen fruchtbare oder 
günstige, in welchen einer der günstigen Fälle einti'itt, und 
unfruchtbare oder ungünstige jene, in welchen der Ein- 
tritt eines der ungünstigen Fälle beobachtet wird. 

Sat»* Es möge sich die Zahl der günstigen 
^^Fälle zu der Zahl der ungünstigen Fälle genau 

oder näherungsweise wie — , also zu der Zahl aller 

s 

V V 

Fälle wie =s: — - — wenn f -«- « = f gesetzt 

wird ~ verhalten, welches letztere Verhältniss 

i* H- 1 V — 1 

zwischen den Grenzen — - — und — - — enthalten 

ist. Nun können, wie zu beweisen ist, soviele 
Beobachtungen gemacht werden, dass es beliebig 
oft (z. B. c'-mal) wahrscheinlicher wird, dass das 
Verhältniss der günstigen zu allen angestellten 
Beobachtungen innerhalb dieser Grenzen liegt 
als ausserhalb derselben, also weder grösser als 

i* H- 1 V — 1 

— - — , noch kleiner als — - — ist. 

Beweis. Man setze die Anzahl aller anzustellenden Beob- 
achtungen gleich nt und frage, wie gross die Hoffnung dafür 
ist, dass alle Beobachtungen, dann alle Beobachtungen bis auf 
eine, bis auf zwei, drei, vier, . . . günstige sind. Da aber 
nach der Voraussetzung bei jeder Beobachtung t Fälle mög- 
lich sind, von welchen r günstige und a ungünstige sind, und 
da jeder Fall einer Beobachtung mit jedem Falle einer zweiten 
Beobachtung combinirt werden kann, die combinirten Fälle 
aber wieder mit jedem Falle einer dritten, vierten, . . . Beob- 
achtung verbunden werden können, so ist klar ersichtlich, dass 
hier die Regel, welche auf die Anmerkung [237] zu der Auf- 
gabe Xn des ersten Theiles (8. 47, 48) folgt, und deren zweiter 
Zusatz zur Anwendung kommen müssen. Darnach findet man, 

dass die Hoffnung auf keine ungünstige Beobachtung gleich — ^ , 

(ti t\ f^^ — * s 
\ — —£— , auf 
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zwei, drei, . . . nngünstige Beobachtungen bez. gleich 

(^2 ) ^"W' ' (^3 ) ~^ ' * " ^®*' ^® werden also (indem 
man den gemeinsamen Nenner i^* fortlässt) die Wahi'schein- 
lichkeitsgrade ^^) oder die Zahlen der Fälle, in welchen es 
sich ereignen kann, dass alle Beobachtungen günstige, dass 
alle bis auf eine, zwei, drei . . . ungünstige Beobachtungen 
günstige sind, gleich 



rns(-;),^-*.,(^/) .--.,., \^ty, 



-3«% 



Diese Ausdrücke sind aber gerade die Glieder der n^^ 
Potenz des Binoms r + « , welche in unseren Hülfssätzen be- 
trachtet worden ist, und deshalb liegt alles Weitere klar zu 
Tage. Aus der Beschaffenheit dieser Reihenentwickelung ist 
sofort ersichtlich, dass die Zahl der Fälle, in welchen nr 
Beobachtungen günstige und die übrigen ns Beobachtungen 
ungünstige sind, nach Hülfssatz 3 genau gleich dem grössten 
Gliede M ist, da ihm ns Glieder vorangehen und nr Glieder 
folgen. Ebenso ist klar, dass die Anzahl der Fälle, in welchen 
von allen nt Beobachtungen wr + w, bez. nr — n günstige 
und die übrigen ungünstige sind, durch die Glieder Ln und 
-Rn gegeben werden, da diese ja um n Glieder von dem 
grössten Gliede M nach beiden Seiten hin abstehen. Folglich 
ist die Anzahl aller Fälle, in denen nicht mehr als nr -{- n 
und nicht weniger als nr — n günstige unter allen nt Beob- 
achtungen sind, gleich der Summe aller Glieder der Ent- 
wickelung von (r + *)**' j welche zwischen Ln und i2„ (ein- 
schliesslich der Grenzen) liegen. Die Anzahl aller übrigen 
Fälle, in welchen mehr als wr + w oder weniger als nr — n 
Beobachtungen günstige sind, ist gleich der Summe aller 
übrigen Glieder der Potenzentwickelung, welche ausserhalb 
des Intervalles Ln bis i2„ stehen. Da nun der Potenzexpo- 
nent des Binoms so gross genommen werden kann, dass die 
Summe der Glieder, welche von den beiden Grenzen Ln und 
Hn (diese mitgerechnet) eingeschlossen sind, mehr als c-mal 
grösser ist als die Summe aller übrigen Glieder ausserhalb 
dieser Grenzen (nach Hülfssatz 4 und 5), so folgt: Es 
können so viele Beobachtungen angestellt werden, 
dass die Anzahl der Fälle, in welchen das Verhält- 
niss der günstigen zu allen überhaupt angestellten 
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Beobachtungen [238] die Grenzwerthe — und 

f^f> ^ r+ 1 r 1 ^ 

: — oder und — -- nicht überschreitet, mehr 

nt t t 

als c-mal grösser ist als die Summe der übrigen 

Fälle, d. h. dass es mehr als c-mal wahrscheinlicher 

wird, dass das Verhältniss der Anzahl der günstigen 

zu der Anzahl aller Beobachtungen die Grenzen 

r -\- 1 r — 1 

— - — und — - — nicht überschreitet, als dass es sie 
c z 

überschreitet W. z. b. w. 

Bei der speciellen Anwendung dieses Satzes auf Zahlen 

erkennt man leicht, dass, je grössere Zahlen für r, 8 und t 

r 
genommen werden (wobei jedoch — denselben Werth behalten 

s 

V "A" 1 V "^ 1 

muss), um so enger die Grenzen — - — und — - — des Ver- 

r t t 

hältnisses — aneinanderrücken. Wenn also das Verhältniss 

r 3 

— z. B. gleich — ist, so setze ich nicht r = 3 und 5 = 2, 

S Ji 

sondern r = 30 und 5 = 20, also ^ = r + 5 = 50 oder 
r = 300 und ä = 200, also ^=500. Im ersteren Falle 
sind die Grenzen 

r+ 1 _31 r — 1 _29 

t ""50 ^ t ~5Ö' 

Nehme ich noch c = 1000, so bestimmen sich m und nt 
nach der Anmerkung (Seite 101) für die Glieder auf der 
linken Seite von M\ 

> log [c [s - 1)] _ 4,2787536 

= log (r + 1) — log r 0,0 142405 ^ ' 

mst — st 

nt = mt-\ — — <24728 

r + 1 

und für die Glieder auf der rechten Seite von M: 

log[o(r-l)] ^ 4,4623 980 
== log(Ä+ 1) — logÄ 0,0211893^ ' 

nt:=^mt + ^ririü-^ == 25 550. 

Ä+ 1 
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Daher ist es, nach dem oben bewiesenen Satze, mehr als 
1000-mal wahrscheinlicher, dass bei 25 550 angestellten 
Beobachtungen das Verhältniss der günstigen zu allen Beob- 
achtungen innerhalb der Grenzen |^ und | J (diese einschliess- 
lich) liegt als ausserhalb derselben. Setzt man c= 10 000 
oder c= 100000, so findet man auf gleiche Weise, dass 
31258 Beobachtungen nothwendig sind, damit es 10000-mal 
wahrscheinlicher ist, dass das angegebene Verhältniss innerhalb 
der genannten Grenzen liegt als ausserhalb derselben, [239] 
und dass, damit es 100 000-mal wahrscheinlicher wird, 36 966 
Beobachtungen nöthig sind, und so fort in das unendliche, in- 
dem man immer ein Vielfaches von 5708 Beobachtungen zu 
25 550 hinzuaddirt. 

Wenn also alle Ereignisse durch alle Ewigkeit hindurch 
fortgesetzt beobachtet würden (wodurch schliesslich die Wahr- 
scheinlichkeit in volle Gewissheit übergehen müsste), so würde man 
finden, dass Alles in der Welt aus bestimmten Gründen und in 
bestimmter Gesetzmässigkeit eintritt, dass wir also gezwungen 
werden, auch bei noch so zufällig erscheinenden Dingen eine 
gewisse Nothwendigkeit, und sozusagen ein Fatum anzunehmen. 
Ich weiss nicht, ob hierauf schon Plato in seiner Lehre vom 
allgemeinen Kreislaufe der Dinge ^^) hinzielen wollte, in welcher 
er behauptet, dass Alles nach Verlauf von unzähligen Jahr- 
hunderten in den ursprünglichen Zustand zurückkehrt. 



[1] Brief an einen Frennd 

über 

das Ballspiel 

(Jeu de Faume) 

von 

Jakob Bernouili. 



Sie theilen mir mit, mein Herr, dass Sie eine meiner 
Schriften, in welcher ich neue Sätze über das Ballspiel auf- 
gestellt habe, zu Gesicht bekamen, und Sie fragen mich, ob 
diese Sätze sich wirklich streng beweisen lassen, oder ob sie 
sich nur auf unbewiesene Vermuthungen, welche keinen festen 
Untergi-und haben, stützen; Sie begreifen — nach Ihren eigenen 
Worten — nicht, dass man die Kräfte der Spieler durch 
Zahlen messen, und noch weniger, dass man dann alle von 
mir gezogenen Schlussfolgerungen daraus ableiten kann. Ich 
werde dadurch veranlasst, Ihnen alle Betrachtungen mitzu- 
theilen, welche ich über diesen Gegenstand angestellt habe 
und welche nun den Inhalt dieses Briefes bilden sollen; ich 
schreibe Ihnen den Brief in französischer Sprache, damit Sie 
in seiner Leetüre nicht durch die Uebersetzungen der unter 
den Spielern üblichen Kunstausdrücke gestört werden, welche 
in eine andere Sprache übersetzt weniger verständlich sind. 
Auch halte ich mich nicht damit auf, Ihnen die Spielregeln 
auseinanderzusetzen, ebensowenig wie den Grundsatz der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung, welcher meiner Untersuchung zu Grunde 
liegt, da ich weiss, dass Beides Ihnen wohlbekannt ist^^), 
[2] Im üebrigen aber werde ich auf alle Einzelheiten meines 
Gegenstandes ausfühi-lich eingehen, ohne von Ihnen den Vor- 
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wurf zu befürcliteii , Sie zu lange von einer Lappalie unter- 
halten zu haben; denn Sie wissen, dass dieses edle Spiel stets 
zur Belustigung von vornehmen Leuten gedient hat, und Sie 
werden bald erkennen, dass es, wenn schon zur Leibesübung 
nützlich, ganz hervorragend fähig und auch würdig ist, den 
Geist zu fesseln und das Nachdenken anzuregen. 

Dass man in den Glücksspielen genau die Gewinnhoffnungen 
und Schadenbefürchtungen der Spieler berechnen kann, ist, 
wie ich vor allen Dingen bemerke, darin begründet, dass man 
meistens genau die Anzahl der Fälle, welche den Spielern 
günstig oder ungünstig sind, kennt. Dies ist aber nicht der 
Fall bei den Spielen, welche ganz oder doch theilweise von 
der Klugheit, dem Eifer oder der Geschicklichkeit der Spieler 
abhängen, wie es bei dem Ballspiele, dem Schachspiele und 
den meisten Kartenspielen der Fall ist. Man kann bei diesen, 
ohne vollkommene Kenntnis von dem Wesen des Geistes und 
der Beschaffenheit der Organe des menschlichen Körpers zu 
haben, nicht die Ursachen oder — wie man sich ausdrückt — 
nicht a priori bestimmen, um wieviel klüger, eifriger und 
gewandter ein Spieler als ein anderer ist; diese Kenntniss zu 
erlangen aber ist in Folge der tausend verborgenen Ursachen, 
welche hier zusammenwirken, völlig unmöglich. Diese UnvoU- 
kommenheit unserer Erkenntniss hindert aber nicht, dass man 
die Zahlen der Fälle fast ebenso genau a posteriori er- 
mitteln kann, nämlich durch die Beobachtung des oftmals 
wiederholten Ereignisses; dasselbe Verfahren kann man auch 
bei den blossen Glücksspielen anwenden, wenn man die An- 
zahl der Fälle, welche eintreten können, nicht kennt. Z. B. 
in einem Säckchen sind eine Menge weisser und schwarzer 
Zettel enthalten, und es ist mir unbekannt, wieviele von jeder 
Art es sind; was werde ich thun, um das Verhältniss diesei* 
Zahlen zu ermitteln? Ich werde einen Zettel nach dem andern 
ziehen in der Weise, dass ich den gezogenen Zettel stets in 
das Säckchen zurücklege, ehe ich den folgenden ziehe, damit 
die Gesammtzahl der Zettel im Säckchen nicht kleiner wird. 
Wenn ich dann hundertmal beobachte, dass ich einen schwarzen 
Zettel, und zweihundertmal, dass ich einen weissen Zettel er- 
griffen habe, so werde ich kein Bedenken tragen, hieraus zu 
schliessen, dass die Anzahl der weissen Zettel annähernd 
doppelt so gross ist als diejenige der schwarzen. Denn es 
ist ganz sicher, dass, je mehr ich in dieser Art Beobachtungen 
anstelle, ich um so mehr hoffen darf, dem wahren Verhält- 
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nisse, welches zwischen den Zahlen [3] der weissen und 
schwarzen Zettel besteht, nahe zu kommen. Man kann näm- 
lich, wie sich sogar völlig streng beweisen lässt, stets soviele 
Beobachtungen anstellen, dass es schliesslich mit jeder be- 
liebig gegebenen Wahrscheinlichkeit wahrscheinlich und mithin 
schliesslich moralisch gewiss wird, dass der durch Beobach- 
tungen gefundene Werth des genannten Verhältnisses von dem 
wahren Werthe nur beliebig wenig abweicht. Auf diese Weise 
kann man auch bei Spielen, welche von dem Verstände und 
der Gewandtheit der Spieler abhängen, bestimmen, um wieviel 
ein Spieler geschickter als ein anderer ist. Ich sehe z. B. zwei 
Personen Ball spielen und beobachte sie lange Zeit; dabei 
nehme ich wahr, dass der eine der beiden Spieler 200 oder 
300 Schläge gewinnt, während der andere nur 100 gewinnt, 
und urtheile infolgedessen mit genügender Sicherheit, dass 
der erstere doppelt oder dreifach so gut als der andere spielt, 
da er, so zu sagen, zwei oder drei Theile der Geschicklich- 
keit, als ebenso viele Fälle oder Ursachen, welche ihn den 
Ball gewinnen lassen, und der letztere nur einen solchen 
Theil besitzt. 



I. Nachdem wir dies vorausgeschickt haben und nun an 
den eigentlichen Gegenstand herantreten, nehmen wir an, dass 
zwei gleich gewandte Spieler A und B (d. h. zwei Spieler, 
welche wir dieselbe Anzahl von Gängen haben gewinnen 
und verlieren sehen) Einstand oder Beide 30 oder 15 oder 
noch nichts haben; offenbar hat in diesen Fällen jeder der 
beiden Spieler die gleiche Hoffnung, die ihm noch fehlenden 
Gänge und damit das Spiel zu gewinnen, und folglich hat jeder 
von ihnen die Hoffnung auf die Hälfte des Spieles oder \ S. 

Dann nehmen wir an, dass -4 30 und J5 45 hat oder — 
was auf dasselbe hinauskommt — dass B im Vor theil ist. 
Sie erkennen, dass A gleich wahrscheinlich den nächsten Gang 
gewinnen oder verlieren kann; gewinnt ihn A^ so zählen beide 
Spieler Einstand, und jeder von ihnen hat nach dem eben 
Gesagten die Hoffnung ^ Ä, verliert er ihn aber, so verliert 
er zugleich auch das ganze Spiel. Folglich hat A nach der 

l .1.4- 1 . 
Ihnen bekannten Regel die Hoffnung — ^— S == \ S. 

Nehmen wir weiter an, dass A 15 zu 45 hat, so kann 
er gleich leicht 30 zu 45 und damit die vorher gefundene 
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Hoffnung \ S erreichen oder das Spiel verlieren (je nachdem 
er den nächsten Gang gewinnt oder verliert). Folglich hat A 



die Hoffnung 



l't+1'0 o_ 



S = -j- S. 



Wenn A 15 zu 30 hat, so kann er entweder ebenfalls 
30 oder 15 zu 45 erhalten; im ersteren Falle kommt er zu 
der Hofi&iung \ S, im letzteren zu der Hoffnung ^ S. Folglich 



ist seine Hoffnung gleich 



Li+U o_ 



S = j\S. 



[4] In gleicher Weise findet man für die anderen mög- 
lichen Annahmen die Hoffnungen des A, wie sie in der fol- 
genden Tafel sich verzeichnet finden; aus ihnen kann man 
leicht die Hoffnungen des B finden, da sie jene zu 1 ergänzen 
müssen. 





Tafel 


/. 




Punkt 
A 


•» des 
B . 


Hofihung des 
A 


45 

30 

15 




45 
45 
45 
45 




30 

15 




30 
30 
30 




15 



15 
15 


US 










is 



IL Ebenso ist klar, dass, wenn man Spiel ein stand zählt, 
jeder der beiden Spieler in gleichem Grade hoffen kann, die 
ganze Partie zu gewinnen, indem er zwei Spiele hintereinander 
gewinnt. Folglich hat jeder Spieler die Hoffnung auf eine 
halbe Partie oder ^ P. 

Wenn aber — es mag die Partie auf vier von einem 
Spieler gewonnene Spiele gehen — A 2 und B 3 Spiele ge- 
wonnen und letzterer mithin den Vor th eil für sich oder Spiel- 
vor hat, so ist es gleich wahrscheinlich, dass das nächste 
Spiel beiden Spielern wieder Spieleinstand verschafft oder 
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dass es A die Partie yerlieren lässt, je nachdem er dieses 
Spiel gewinnt oder verliert. Folglich hat A die Hoffnung 

2 * 

Ebenso findet man, dass A die Hoffnung \ P hat, wenn 
ihm noch 3 Spiele, um die Partie zu gewinnen, fehlen, wäh- 
rend B nur noch ein Spiel zu gewinnen braucht; u. s. w. 
Die nachfolgende Tafel H giebt die Hoffnungen des A in 
Bezug auf die ganze Partie für alle möglichen Annahmen an, 
und Sie sehen aus derselben, dass die hier für die Hoffnungen 
des A gefundenen Zahlen mit denen der ersten Tafel tiber- 
einstimmen, wie es auch der Fall sein muss, da die vier 
Gänge eines Spieles für dasselbe ebensoviel bedeuten, als die 
vier Spiele fflr die ganze Partie. 





Tafel 


IL 


Spiel 
A 


e des 
B 


Hoffnung des 
A 


3 
2 
1 



3 
3 
3 
3 




2 
1 



2 
2 1 

2 1 


A-P 


1 



1 
1 


H-P 








iP 



III. Ferner betrachten wir die beiden Spieler, wenn sie 

Spieleinstand zählen und ausserdem A 30 und i? 45 hat. 

Wenn A den nächsten Gang gewinnt, so haben beide Spieler 

wieder Einstand und also auch [6] gleiche Hoffnung; verliert 

A aber diesen Ball, so erhält B Spiel-vor, in welchem Falle 

A die Hoffnung \ P hatte. Es hat also A jetzt im Ganzen 

1 .±4- 1 . i 
die Hoffnung: ^ ' * P = | P, die Partie zu gewmnen. 

Nehmen wir weiter an, dass A zwei Spiele (oder ein Spiel), 
ß drei Spiele gewonnen hat und beide entweder Einstand 
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oder 30 oder 15 zählen, so ist klar, dass jeder gleich leicht 
das nächste Spiel gewinnen kann. Die Hoffnungen beider 
Spieler sind also dieselben, als wenn sie nur ihre vollen Spiele 
und noch keine Punkte darübc^r hinaus gewonnen hätten. Daher 
hat A die im vorigen Paragraphen gefundene Hoffnung, näm- 
lich \ P (oder I P). 

Wenn A 2 gegen 3 Spiele und 30 gegen 45 gewonnen hat, 

so kann er gleich leicht 45 erlangen oder das Spiel und mit 

ihm die ganze Partie verlieren, je nachdem er den nächsten 

Gang gewinnt oder verliert. Folglich ist der Werth seiner 

1 .4.4- 1 . 
Hoffnung gleich ^^ P = | P. 

Wenn A 2 gegen 3 Spiele gewonnen hat und das neue 
Spiel 15 zu 45 steht, so kann ihm der nächste Gang ent- 
weder 30 zu 45 bringen oder ihn das Spiel und zugleich die 
Partie verlieren lassen. Seine Hoffiiung hat also den Werth 

Auf diese Weise fortfahrend habe ich die folgende Tafel IH 
berechnet, welche die Hoffnungen des A für alle bei zwei 
Spielern möglichen Fälle enthält, wenn jeder von beiden ausser 
seinen vollen Spielen noch eine gewisse Anzahl Punkte ge- 
wonnen hat. In der letzten Zeile umfasst diese umstehende 
Tafel die ganze Tafel H. 

Wenn Sie sich die Mühe nehmen, diese Tafel genauer zu 
betrachten, so können Sie mehrere bemerkenswerthe Beobach- 
tungen machen. Sie sehen z. B., dass 15 zu 30, wenn die 
Spieler Spieleinstand zählen, ebensoviel werth ist als 30 zu 
bei 2 zu 3 Spielen oder 45 zu 30 bei 1 zu 2 Spielen oder 
schliesslich 30 zu 45 bei einem zu einem Spiele; dass l 
zu 2 Spielen mit 45 zu 15 für A ein wenig günstiger ist als 
wenn jeder der beiden Spieler noch kein volles Spiel und 
A und jB 15 hätte, da zwischen den Hoffnungen, welche 
diesen beiden Annahmen entsprechen, die Differenz -^^ be- 
steht; u. s. w. 
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IV. Jetzt sollen die Hoffnungen der Spieler für den Fall 
gefunden werden, dass beide nicht die gleiche Kunstfertigkeit 
besitzen, um die Rechnung abzukürzen, nehmen wir sofort 
allgemein an, dass man den gewandteren Spieler A habe 7i 
Gänge gewinnen sehen, während B in dieser Zeit nur einen 

einzigen gewann; [7] dann bezeichnet also — das Verhältniss, 

welches zwischen den Kunstfertigkeiten der beiden Spieler 
besteht. 

Wir nehmen zunächst an, dass die Spieler Einstand zählen 
und wir ihre Hoffnungen finden wollen. Würde ein Gang aus- 
reichen, um einen von beiden das Spiel gewinnen zu lassen, 
so wären ihre Hoffnungen schon gefunden, da sie sich ebenso 
zu einander verhalten würden, wie ihre Fertigkeiten, also wie« 
w zu 1. Weil aber die Spielregeln verlangen, dass ein Spieler 
zwei Gänge hintereinander gewinnen muss, um das Spiel zu 
gewinnen, so ist das gesuchte Verhältniss der Hoffnungen von 

— verschieden und muss mit Hülfe der Analysis berechnet 

werden. Wir bezeichnen die gesuchte Hoffnung des A mit x 
und beachten, dass der erste Gang einen von beiden Spielern 
in den Vortheil bringen muss, während der zweite Gang beiden 
wieder Einstand geben und somit dem A seine ursprüngliche 
Hoffnung x zurückgeben kann. Was tritt nun ein, wenn einer 
von beiden Spielern den Vortheil füt sich erhält? Ist A, 
welcher der w-mal geschicktere der beiden Spieler ist, in den 
Vortheil gekommen, so hat er n Wahrscheinlichkeiten für sich, 
das Spiel zu gewinnen, und eine Wahrscheinlichkeit, wieder 
die Hoffnung x zu bekommen, je nachdem er den zweiten 
Gang gewinnt oder verliert. Folglich ist seine Hoffnung in 

Tl * \ I \ • X Tb I ^ 

diesem Falle gleich —- = - — -— -• Wenn aber B durch 

^^+ 1 w+ i 

den ersten Gang in den Vortheil gekommen ist, so sind n Wahr- 
scheinlichkeiten für A vorhanden, durch den nächsten Gang wieder 
Einstand und also x zu erhalten, und eine Wahrscheinlichkeit, 
das Spiel zu verlieren; daher ist in diesem Falle die Hoff- 

nung des A gleich -—■ = — — — • Ursprünghch nun, 

^^ + 1 w+ 1 

wo beide Spieler gleich stehen, hat A^ welcher w-mal mehr 

Wahrscheinlichkeit hat, den Vortheil zu erhalten, als ihn 

nicht zu bekommen, die Hoffnung: 

8* 
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w + a: . , nx 
n • — -— - + 1 



w+1 w+1 w* + 2wa: 



«+ l w* +2w+ 1 ' 

und da seine ursprüngliche Hoffimng gleich x gesetzt wnrde, so ist 

n^-^-^nx 



X 



woraus folgt: 

X = 



w* + 2«+ 1 ' 



w« 



w*+ 1 



Für B bleibt also die Hoffnung -^-- — übrig, sodass sich 

»' + l 

die Hoffnungen beider Spieler wie n? zu l verhalten, d. h. das 
•Verhältniss ihrer Hoffnungen gleich dem Quadrate des Ver- 
hältnisses ihrer Kunstfertigkeiten ist. 

Nachdem man diese Hoffnungen berechnet hat, kann man 
nacheinander für alle Annahmen, welche in den vorhergehen- 
den Paragraphen gemacht worden sind, die Untersuchung 
durchführen, wobei man nur stets zu beachten hat, dass A 
jeden Gang w-mal wahrscheinlicher gewinnt als verliert. [8] Es 
habe z. B. A 30 und 5 45: Dann giebt es n Fälle, welche 
das Spiel wieder auf Einstand bringen, und einen Fall, welcher 
A verlieren lässt; folglich hat A die Hoffnung 

w -f- 1 n 



w+1 (n» + l)(w+l) 

Steht für A das Spiel 15 zu 45, so hat er w Fälle, welche 
ihm 30 zu 45 ergeben, und einen Fall, welcher ihn das Spiel 
verlieren lässt; folglich ist seine Hoffnung gleich 

n • 1- 1 • 

(;2« + l)(^+l) \ ^ n* 

Auf gleiche Weise findet man den Werth von -4's Hoffhung, 
wenn er und 5 45 hat. Haben beide Spieler 30, so 
haben sie dieselben Hoffiiungen, als wenn sie Einstand er- 
reicht haben, da jeder von ihnen, um das Spiel zu gewinnen, 
zwei Gänge hintereinander gewinnen muss. Dann bestimmt 
man ferner die Hoffnungen, wenn -4 15 oder und 5 30, 
A 45 und 5 30, 15 oder 0, A 30 und B 15 oder 0, A 15 
und jB 15, -4 und B 15, A 15 und B und schliesslich 
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beide haben. Die folgende Tafel IV enthält für alle diese 
Annahmen ^'s Hoffnungen in Bezug auf jedes einzelne Spiel 
für ein beliebiges Verhältniss n zwischen den Kunstfertigkeiten 
der Spieler 20). 

Tafel IV. 



Punkte des 
A I B 




Hoffnungen des A 



n' 



w'^H- 1 



(n4-l)(n»-f-l) 



(n + 1)« (n« + 1) 



(n + l)Mn» + l) 



n{n^-{'n+ 1) 

(n 4- 1) (n« + 1) 

(w + ll'^tn'+l) 
n^{n* -H 3n + 1) 
(n + 1)« (n» + 1) 
w*(w' + 4w + 1) 

(« + 1)* {t?TT) 



w" 



n^H- 1 



45 

30 

15 












n(w=^ + 2w» + 2n + 2) 

(n + 1)-^ (n* + 1) 
n^{n^-\- 3w»4-4n-t-3) 

(« + 1)' (w* + 1) 
n^(n^ + 4»' + 7n + 4) 

(n + 1)* (n* + 1) 
nMn^ + 5y»'+ lln + 5) 

(n + 1)* (n^ + 1) 



n^(n^ + 3n + 4) 

(n 4- 1)3 (n« 4- 1) 



n(n*+ 3w^+ 4n'-t- 4n+ 3) 

(« -f- 1)3 (n^ + 1) 
n»(n* + 4n»H-7n»4-8w + 6) 

(n + 1)* (n« H- 1) 

n^ (n*+ 5n^4- 1 1 w'+ 1 5n H- 1 Q) 

(n -f. 1)* (n« + 1) 

n* (n*+ 6w^-H 1 6n'+ 26yt + 1 5) 

(n4-l)«(n* + l) 



n*(n3 4-5n' 4-11^ + 15) 

(n 4- 1)" (n* 4- 1) 
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[9] V. Wie Sie richtig erkennen, muss aus der vorstehen- 
den Tafel die Tafel I für zwei Spieler von gleicher Kunst- 
fertigkeit wieder entstehen, wenn man n = \ setzt. Für 
^ = 2, 3, 4, ... liefert die Tafel IV die Hoffnungen zweier 
Spieler, von welchen der eine zwei-, drei-, viermal . . . ge- 
schickter ist als der andere. Ist A z. B. zweimal geschickter 
als B, so finden Sie für seine Hoffnungen die Werthe: ^S, 
wenn Beide Einstand zählen, und -y^S, wenn A 30 und 
5 45 hat; in diesen beiden Fällen bleiben mithin für B die 
Hoffnungen \S und j'^^aS' übrig, sodass sich die Hoffnungen 
der beiden Spieler verhalten wie 4 zu 1, bez. wie 8 zu 7. 
Die Tafel V giebt die Verhältnisse der Hoffnungen beider 
Spieler für jeden Stand eines Spieles und für w :^ 2, 
3, 4. 



[10] 







Tafel 


l V. 




Punkt 
A 


:e des 
B 


Verhältniss ihrer Hoffnungen, 

wenn A kunstfertiger ist als B 

und zwar 

zweimal dreimal viermal 


45 

30 

15 




45 
45 
45 
45 


4: 1 

8: 7 

16: 29 

32:103 


9: 1 
27: 13 

81: 79 
243 : 397 


16: 1 

64: 21 

256: 169 

1024:1101 


45 

30 

15 




30 
30 
30 
30 


14: 1 

4: 1 

88: 47 

208:197 


39: 1 

9: 1 

513:127 

891 : 389 


84: 1 

16: 1 

1856: 269 

8448 : 2177 


45 

30 

15 




15 
15 
15 
15 


44: 1 
124: 11 
112: 23 
176: 67 


159: 1 
621 : 19 
297: 23 
891 : 133 


424: 1 

2096 : 29 

2048 : 77 

49408:3717 


45 

30 

15 










134: 1 
392: 13 
224: 19 

208: 35 


639: 1 

1269: 11 

999: 25 

243: 13 


2124: 1 
10592: 33 
52608: 517 
51968:1157 



Sie beachten jedoch, dass die beiden letzten Tafeln nur die 
Hoffnungen in Bezug auf jedes einzelne Spiel angeben. Es würde 
nun noch eine Tafel aufzustellen sein, welche die Hoffnungen 
der Spieler in Bezug auf die ganze Partie enthält, wenn A 
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und B auf mehrere Spiele spielen, von welchen sie einige 
und ausserdem noch eine bestimmte Anzahl Punkte bereits 
gewonnen haben ; diese Tafel würde der Tafel III entsprechen, 
welche die Hoffnungen zweier gleich tüchtigen Spieler angiebt. 
Weil aber die Fortführung der Untersuchung in Buchstaben 
äusserst mühsam werden und eine gewaltige Rechnung erfor- 
dern würde, so begnüge ich mich an einem speciellen Bei- 
spiele zu zeigen, wie man verfahren muss, um auf abgekürztem 
Wege die gesuchten Hoffnungen zu finden. 

Angenommen, die Partie gehe auf 4 Spiele, A habe ein 
Spiel und noch 15, B aber zwei Spiele und 45 gewonnen 
und A habe die doppelte Spielfertigkeit wie B\ welche 
Hoffnungen, die Partie zu gewinnen, haben die beiden Spieler? 
Zunächst bemerke ich, dass die Hoffnungen, welche die beiden 
Spieler bei Beginn eines Spieles haben, dasselbe zu gewinnen, 
sich verhalten (nach Tafel V) wie 208 : 35 = ^ : l ; es 
kann also der Spieler, welcher zweimal geschickter als der 
andere ist, ^^- (d. i. fast 6-)mal leichter dieses Spiel ge- 
winnen als der andere. Ferner beachte ich, dass nach Be- 
endigung des gerade im Gange befindlichen Spieles [11] ent- 
weder ^ 2 und 5 2 oder ^ 1 und Ä 3 Spiele zählt (je 
nachdem A oder B es gewonnen hat), und also entweder 
beiden Spielern noch je 2 Spiele oder A 3 Spiele und B ein 
Spiel fehlen. Nun ist aber klar, dass die Hoffnungen der 
Spieler, die noch fehlenden Spiele und damit die Partie zu 
gewinnen, dieselben sind, welche sie haben, ein einzelnes Spiel 
zu gewinnen, wenn ihnen noch ebensoviele Gänge fehlen, 
(d. h. wenn sie entweder 30 zu 30 oder 15 zu 45 Punkte 
haben), wobei allerdings angenommen ist, dass der geschicktere 
Spieler A ebensovielmals leichter als B ein ganzes Spiel ge- 
winnen könne, als er einen einzelnen Gang gegen B gewinnen 
kann, welches Verhältniss mit n bezeichnet worden war. In 
Wirklichkeit kann A aber, wie ich angegeben habe, ^^-mal 
leichter als B ein ganzes Spiel gewinnen, und folglich ist 
dieser Werth an Stelle von n in die Ausdrücke: 



und 



n« + 1 [n+ 1)« [n" + 1) ' 

welche (nach Tafel IV) -4's Hoffnungen angeben, wenn er 30 
zu 30, bez. 15 zu 45 hat, einzusetzen, um seine Hoffnungen 
zu erhalten, wenn A gegen B 2 gegen 2 oder 1 gegen 
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3 Spiele gewonnen hat; man erhält so die Hoffnungen: 

43264 ^ ^ 1871773696 „ ^ 

Jr und — r — jt. Es war aber an&renommen, 

44489 2 627 030961 «ugcüumuiou, 

dass A gegen B in dem gerade im Gange befindlichen Spiele 
15 gegen 45 zählt; bei diesem Stande des Spiels aber hat A 
(nach Tafel V) 16 Fälle, in welchen er das Spiel gewinnt, 
und 29 Fälle, in welchen er es verliert. Folglich hat -4 16 
Fälle, um 2 gegen 2 Spiele, und 29 Fälle, um 1 Spiel gegen 
3 Spiele zu erlangen, und hieraus ergiebt sich für seine Hoff- 
nung der Werth: 

43264 1871773696 
' 44489 "^ ' 2627030961 _ 19031314432 ^ 



45 23643278649 

4611 964217 

Für B's Hoffnung bleibt mithin der Werth: ^^'^llZZ' P. 

Zo D4t> 278 649 

Es verhalten sich also die Hoffnungen beider Spieler zu ein- 
ander wie 19031314432 zu 4611964217, welches Verhältniss 
ein wenig grösser als 4 : 1 ist. Aber ich will weiter gehen. 

VI. Ist das Verhältniss der Spielfertigkeiten der beiden 
Spieler bekannt, so kann man berechnen, wieviel der eine 
Spieler dem andern vorgeben muss, damit beide gleiche Ge- 
winnhoffnungen in jedem einzelnen Spiele haben. 

Man braucht nur einen Blick auf die Tafel V zu thun 
und nachzusehen, an welchen Stellen das Verhältniss der Hoff- 
nungen von A und B den der Einheit am nächsten kommenden 
Wei*th hat. Ist z. B. ^ zweimal geschickter als B, so sind 
die Hoffnungen beider Spieler am wenigsten von einander ver- 
schieden, wenn A und B 30 hat, sodass also A dem 
JS 30 vorgeben kann und dabei noch ein wenig im Vortheil 
bleibt, da seine Hoffnung, das Spiel zu gewinnen, ein wenig 
grösser als die des B ist. Wenn aber A ein dreimal ge- 
schickterer Spieler als B ist und ihm 45 vorgiebt, so hat B 
offenbar einen merklichen Vortheil voraus; giebt A dem B 
aber nur 30 vor, so behält er für sich einen weit grösseren 
Vortheil voraus; [12] wenn aber für Beide das Spiel möglichst 
gerecht sein soll, so muss A dem ^45 vorgeben und für 
sich 1 5 zählen. Ist aber A viermal geschickter im Ballspielen 
als B^ so kann er B 45 vorgeben, wobei B ein klein wenig 
im Vortheile ist. Wenn A endlich fünfmal dem B überlegen 
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ist, so kann er ihm 45 vorgeben und behält für sich noch 
einen beträchtlichen Vortheil voraus, da sich seine Hoffnung 
zu der des B wie 3125 zu 2491 verhält; und so fort. 



Vn. Es fragt sich nun umgekehrt, um wieviel A dem B 
an Spielfertigkeit überlegen sein muss, um ihm 45, 30 oder 
15 vorgeben zu können. 

Um diese Frage zu beantworten, muss man beachten, dass 
A dem B^ um das Spiel gerecht werden zu lassen, soviel 
vorgeben muss, als nöthig ist, jedem von Beiden die Hoff- 
nung \ zu geben. Man wird also aus der Tafel IV die Werthe 
entnehmen, welche ^'s Hoffnungen angeben, wenn er und 
B 45, 30 oder 15 hat, und diese gleich ^ setzen, was die 
drei Gleichungen liefert: 

f^ _J_ 

n^ + 4n^ + ;t* _J_ 

»»-|-4w5 + 7n*+8»' + 7n* + 4;8+ 1 ~T' 

y^^ + 5y^<^+ Wn^ + hn'^ __J^ 

w' + 5«6+ ll;i^+ 15w*+ 15w»+llw* + 5«+ 1~ 2 ' 

oder 

yg5__3^4_ 4;j3__ 4»* — 3»— 1 = 0, 

n^+ 4w'* — 5n*— 8n» — 7w* — 4«— 1 = 0, 
w^ + 5w«+ llw'^— 5n*— 15^3 — Uw« — 5n— 1 = 0. 

Weil die Wurzeln dieser drei Gleichungen, welche den Werth 
von n bestimmen, inrationale Zahlen sind, so folgt, dass die 
Fertigkeiten der Spieler, von denen der eine dem andern eine 
gewisse Anzahl Punkte vorausgiebt, unter sich incommensurabel 
sind. Die Wurzel der ersten Gleichung ist 4,216 (oder un- 
gefähr 4|), der zweiten Gleichung 1,946 (oder ungefähr \i^) 
und der dritten Gleichung 1,313 (oder ungefähr \^)\ es muss 
also derjenige Spieler, welcher seinem Gegner 45 vorgeben 
kann, 4^-mal geschickter als dieser sein; will er ihm aber 
30 oder 15 vorgeben, so muss er \i^ bez. ly^^-mal geschick- 
ter als dieser sein, [13] d. h. er muss im ersten Falle 42, 
im zweiten 19 und im dritten 13 Gänge gewinnen, während 
sein Gegner 10 Gänge gewinnt. 
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Wenn A dem B aber soviel bei jedem Spiele vorgiebt, 
als nöthig ist , nm das Spiel für Beide gleich zn machen^ 
so ist es gleichgültig, ob sie auf ein Spiel, auf zwei, drei 
oder beliebig viele Spiele spielen. Denn es ist dann ebenso 
wahrscheinlich, dass A ein Spiel gewinnt, als dass er es ver- 
liert; dass er zwei Spiele hintereinander gewinnt, als dass er 
sie verliert, wenn die Partie auf zwei Spiele gespielt wird; 
dass er drei Spiele gewinnt, als dass er sie verliert, wenn 
die Partie auf drei Spiele gespielt wird; und so fort. 

Vni. Wieviel mehr Spielfertigkeit als B muss A besitzen, 
wenn er ihm ein halb fünfzehn oder ein halb dreissig oder 
ein halb fünfundvierzig vorgeben will 21). 

Angenommen, A gebe dem B ein halb fünfundvierzig vor, 
die Partie werde auf zwei Spiele gespielt und B nehme im 
ersten Spiele 30, im zweiten 45 voraus; falls die Partie wieder 
auf gleiches Spiel kommt, so nehme B von neuem zuerst 30 
und dann 45 voraus und in dieser Weise abwechselnd fort. 
Ferner verhalte sich £'s Hoffnung, das Spiel zu gewinnen, zu 
der des A wie b zu a, wenn B 30, und wie d zu c, wenn 
Ä 45 vorausgenommen hat. Die Gewinnhoffnung des A bei 
Beginn der Partie sei gleich z. Was tritt ein, wenn B das 
erste Spiel gewonnen hat? Dann nimmt B ib voraus, und 
es hätte A nach der Voraussetzung c Wahrscheinlichkeiten, 
das zweite Spiel zu gewinnen, gegenüber d Wahrscheinlich- 
keiten, es zu verlieren. Gewinnt es -4, so sind die Hoffnungen 
beider Spieler wieder dieselben, wie bei Beginn der Partie; 
verliert es A aber, so verliert er zugleich die ganze Partie. 

o * z I d ' 
Folglich hat in diesem Falle A die Hoffnung ; — 3 — 

^ cz ^ + ^- 

"^c + d' 

Hat aber A das erste Spiel gewonnen, so nimmt B dann 

45 voraus und A hat c Wahrscheinlichkeiten, das Spiel und 

mit ihm die Partie zu gewinnen, und d Wahrscheinlichkeiten, 

es zu verlieren und seine ursprüngliche Hoffnung z zurückzu- 

c • JP-H d • z 

erhalten. Mithin hat dann seine Hoffnung den Werth ; — ; — • 

c + a 

Bei Beginn der Partie, wo B zunächst 30 vorausnimmt, 

hat A für sich a Wahrscheinlichkeiten, in den Vortheil zu 

cjP+ dz 

kommen und damit die zuletzt berechnete Hoffnung -, — 7- 

c 4- a 
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zu erlangen, und b Wahrscheinlichkeiten, B in den Vortheil 

cz 
kommen zu sehen und selbst die Hoffnung — ; — , zu bekommen. 

c + a 

Folglich ist seine Hoffnung z bei Beginn der Partie: 
[14] cP+dz , , cz 

^ r^T — H^ — i— 7 

c + d c-{- d 



woraus 



a + 6 

acP + {ad + bc)z 

~ [a + b)[c + d) ' 

ac _ 



ac + bd 



folgt. Da nun vorausgesetzt war, dass die Partie mit zu 
^45 für beide Spieler gleiche Gewinnaussichten darbietet, also 
jeder von ihnen im Anfange die Hoffnung \ P hat, so muss 

^ ac -\' bd 

sein, woraus folgt: 

ac = bd oder a \ b = d \ c. 

Es ergiebt sich also, dass die Partie gerecht ist, wenn die 
vier Grössen a, ä, d^ c zu einander in Proportion stehen, 
d. h. die Hoffnung des geschickteren Spielers, das Spiel zu 
gewinnen, wenn sein Gegner 30 voraus hat, zu seiner Hoff- 
nung in diesem Spiele sich verhält, wie des Gegners Hoff- 
nung, wenn er 45 voraus hat, zu seiner eignen in dem zweiten 
Spiele, oder auch wenn es zwei-, drei-, viermal, . . . wahr- 
scheinlicher ist, dass der schwächere Spieler das Spiel verliert, 
wenn er nur 30 voraus hat, und wenn es im Gegentheil eben- 
sovielmal wahrscheinlicher ist, dass er das Spiel gewinnt, 
wenn er 45 voraus hat. 

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass es ganz gleich- 
gültig ist, ob B beim ersten Spiele 30 und beim zweiten 45 
oder ob er umgekehrt beim ersten Spiele 45 und beim zweiten 
30 vorausnimmt. Denn mit Hülfe einer der obigen ganz ähn- 
lichen Rechnung finde ich: 
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aP-^bz . , az 
c ; — j [- d 



a-\-b a+ b 

also schliesslich wiedernm: 



ac + Jrf 

wie vorher. Folglich sind diejenigen im Irrthum, welche sich 
einbilden, dass es vortheUhaffc ist, beim ersten Spiele die ge- 
ringere und erst beim zweiten die grössere Anzahl der vor- 
gegebenen Punkte zu nehmen. 

Weil dieselbe Rechnung stets gültig bleibt, welche Werthe 
auch die Verhältnisse a : b und c : d haben mögen, so folgt 
daraus, dass dieselbe Beziehung 

a\b ^=^ d\ c 

auch bestehen muss, wenn bei einer Partie ein halb dreissig 
oder ein halb fünfzehn vorgegeben wird. Die Partie ist immer 
gerecht, wenn abwechselnd die Hoflfnung des A in Bezug auf 
ein Spiel die des B übertrifiFt und im folgenden Spiele von 
ihr in demselben Maasse übertroffen wird. 

Um von dem eben gefundenen Resultate eine Anwendung 
zu machen, [15] wollen wir für jede mögliche Annahme die 
Werthe der Buchstaben a, 5, c, d bestimmen, was sich mühe- 
los ausführen lässt. Man hat nur der Tafel IV die Gewinn- 
hoffnungen des -4, wenn er und B 45, 30, 15 oder hat, 
zu entnehmen und durch Subtraction dieser Werthe von l die 
entsprechenden Gewinnhoffnungen des B zu bilden, um schliess- 
lich durch Division für die Verhältnisse der Gewinnhoffnui^en 
beider Spieler die Werthe zu finden: 

A B 



45 



30 



15 







n^ 



3;i4 4. \n^ 4- 4;j« + 3;j 4. 1 

6»* + 8w» + 7w* + 4w + 1 
w' -f 5»6 + 11»» -I- 5»* 



lOw* -f 15^3 -j- \\n^ 4- 5;j + 1 

n^ 4- 5n^ + \\n^ + 15n^ 

15w' + ll^^* + 5;z -|- 1 
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Hieraus aber ergiebt sich unmittelbar: Soll die Partie mit 
einer Vorgabe von ^45 gespielt werden, so muss 

a n^ + 4w* + w* 



h 6«* + 8;»» + 7n« + 4w+ 1 ' 

c n^ 

'd ~ 3w* + 4w' + 4w* + 3w + 1 

sein; wird |30 vorgegeben, so muss 

[16] a^ __ n^ + 5n^ + Wn'' + 5yt* 

J "~. lOw* + 15^3 + llw* + 5w + 1 ' 

c w^ + 4 w^* + w* 

7 "~ 6w« + 8^3 + 7w* + 4w + 1 

sein; und wird schliesslich ^15 vorgegeben, so muss 

a^ _ n^ + hn^ + 11;>^ + \hn^ 

J ~ ibn^ + 11»« + 5»+ 1 ' 

c w' + 5w* + 11»5 + 5w« 



c? lOw* + 15w» + llw* + 5w + 1 

sein. 

Setzt man nun diese Werthe in die Gleichung 

ac = bd 

ein und multiplicirt dann die Producte aus, so erhält man 
nach gehöriger Reduction die drei Gleichungen: 

— 77;i4— 49;j3_23w*— 7n— 1=0, 

^^^'+9;^**+32^^**+54w*o+31;^9— 55»«— 170»^ 

—256»«— 263»^— 193»*— 102n'— 38»*— 9»— 1=0, 

»**+10»*'+47»*«+130»**+221»*ö+220»«+75»» 

— 150»''-335»ö— 380»^— 281»*— 140»3— 47»«— 10»— 1=0, 

worin die Unbekannte » das Verhältniss zwischen den Fertig- 
keiten der beiden Spieler angiebt. [17] Wer Müsse genug dazu 
hat, mag die Wurzeln dieser Gleichungen genau ermitteln; ich 
vermuthe, dass sie ungefähr die Werthe 2y^, 1^ und 1^1^ 
haben. Es muss also derjenige Spieler, welcher dem andern 
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.^45 vorgiebt, 27 Gänge, derjenige, welcher ^30 vorgiebt, 16 
Gänge und derjenige, welcher |^15 vorgiebt, 11 Gänge gegen 
10 Gänge seines Gegners gewinnen. 

Bevor ich diesen Paragraphen schliesse, bemerke ich noch 
Folgendes : Wenn der dem Spieler B abwechselnd eingeräumte 
Vortheil so, wie eben angegeben, beschaflfen ist, d. h. wenn 
die beiden Spieler durch denselben in jedem Spiele einen be- 
ständigen Austausch ihrer Hoffnungen erleben, so ist die Partie 
immer gerecht, nicht nur wenn man sie auf ein oder mehrere 
Paare von Spielen spielt, wie man denken könnte, sondern 
auch wenn man sie auf eine ganz beliebige Anzahl von Spielen 
spielt. Dies scheint aus der folgenden Tafel VI hervorzugehen, 
welche die Hoffnungen des Spielers A in jedem Falle und 
die bei ihrer Berechnung innezuhaltende Beihenfolge angiebt, 
wenn die Partie auf 3, 4 oder 5 Spiele gespielt wird und A 
dem B abwechselnd einen kleineren und einen grösseren Vortheil 
einräumt, nämlich den kleineren, wenn die Anzahl der von 
beiden Spielern noch zu gewinnenden Spiele eine gerade Zahl 
ist, und den grösseren, wenn diese Anzahl eine ungerade Zahl 
ist; im ersteren Falle soll es doppelt so wahrscheinlich sein, 
dass A das Spiel gewinnt, als dass er es verliert, und im 
letzteren Falle umgekehrt doppelt so wahrscheinlich, dass A 
das Spiel verliert, als dass er es gewinnt. 



[18 und 19] 



Tafel VI. 



Spiele, 
welche 
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dieser 


des 


fehlen: 


Zahlen 
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A B 


ist 


A 


A B 


ist 


A 


2 2 


Gerade 


i 


2 3 


U. 


^ 


2 1 
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1 


2 4 


G. 


67 


3 1 
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^ 


2 5 


U. 
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4 1 


U. 
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4 3 
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1 2 


ü. 
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1 3 


G. 
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1 4 
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G. 
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1 5 
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3 2 


U. 
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5 4 


U. 
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4 2 


G. 


14 

'8 1 


4 5 


ü. 
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5 2 


U. 


W 


5 5 


G. 


h 
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Die Hoffnung jedes der beiden Spieler scheint also immer 
gleich ^ P zu sein, wenn ihnen noch gleichviele Spiele fehlen, 
um die Partie zu gewinnen 22). 

IX. A giebt ^30 dem B und 45 dem C vor; wieviel 
kann B dem C vorgeben? 

Da nach dem vorigen Paragraphen die Spielfertigkeit des 
B sich zu der des A wie 10 zu 16 und die Fertigkeit des 
A zu der des Cwie 42 zu 10 (nach § VII) verhält, so muss 
man folgern, dass die Fertigkeit des B zu der des C sich 
wie 42 zu 16 oder annähernd wie 26 zu 10 verhält; folglich 
kann nach dem vorigen Paragraphen B dem (7 |^45 vorgeben. 

X. A giebt ^30 dem B und ^45 dem C vor; wieviel 
Punkte kann A dem C vorgeben? 

Da sich die Spielfertigkeit von A zu der von B wie 16 
zu 10 und die von B zu der von C wie 27 zu 10 (nach 
§ VIII) verhält, so folgt durch Multiplication dieser Verhält- 
nisse, dass sich die Spielfertigkeit von A zu der von C wie 
432 zu 100 verhält, d. h. dass A (nach § VE) dem C 45 
vorgeben kann. 

XI. A ist zweimal gewandter als B und fünfmal gewandter 
als C. Folglich ist B |^mal gewandter als C und kann ihm 
(nach § VIII) fast ^45 vorgeben. 

[20] XII. A ist l^mal geschickter als B und B |mal ge- 
schickter als C. Folglich ist A ^"^mal geschickter als C und 
kann ihm mithin mehr als |^45 und weniger als 45 voll vor- 
geben. 

Xin. Kennt man die Verhältnisse zwischen den Spielfertig- 
keiten di'eier Spieler A, -B, (7, wenn jeder von ihnen gegen 
jeden andern spielt, so kennt man auch das Verhältniss ihrer 
Fertigkeiten, wenn zwei dieser Spieler gemeinschaftlich gegen 
den dritten spielen. Wir nehmen an, dass die Fertigkeiten 
der drei Spieler durch die Buchstaben /, m, n bezeichnet werden, 
und dass A gegen die beiden andern und zwar nach Belieben 
bald gegen B, bald gegen C spielt. Wenn er gegen B spielt, 
so hat er l Wahrscheinlichkeitsgrade, den Gang zu gewinnen, 

und m, ihn zu verlieren, mithin die Hoffnung -=— ; ; wenn 

' , ' l -\- m 



128 Jakob Bernonlli. 

er gegen C spielt^ so hat er wiederum / Wahrscheinlichkeits- 
grade, den Gang zu gewinnen, aber n, ihn zu verlieren, und 

mithin die Hoffnung t— ; — • Da es nun nach der Annahme 
gleich möglich ist, dass A den Ball dem B oder dem G zu- 
schlägt, so hat er einen Fall für ^— und einen für ^—; — ; 

folglich hat A in Bezug auf diesen Gang die Hoffnung: 

l l 

1 • T^ hl 



2 "" 2 (/ + mj (/+«)' 

und mithin bleibt für die Hoffnung der beiden andern Spieler 
Ä und C übrig: 

2mn + l {m + n) 

2 [l+m) [l + n) ' 

Verhalten sich also z. B. die Hoffnungen der drei Spieler zu 
einander wie 3 zu 2 zu 1, so hat A die Hoffnung -|^ und 
haben B und zusammen die Hoffnung \^-\ es kann A also 
27 Bälle gewinnen, während die beiden andern zusammen nur 
13 Bälle gewinnen können, und folglich kann ihnen A noch 
mit einem kleinen Yortheile für sich 30 Punkte vorausgehen, 
wie aus Tafel V ersichtlich ist. Wenn man 

2 Z* + Z (m + w) 2 mn + Z (m + w) 

2(l + m)(l + n)~ 2(l + m){l + n} 

setzt, so folgt 

P = mn. 

Es bietet also die Partie ohne jede Vorgabe völlig gleiche 
Gewinnhoffnungen, wenn die Fertigkeit des Spielers, welcher 
gegen zwei andere spielt, die mittlere Proportionale aus deren 
Spielfertigkeiten ist. 

Dass aber A dem B oder C gleich wahrscheinlich den Ball 
zuspielt, ist nur eine willkürliche Annahme; in Wirklichkeit wird 
Ay je geschickter er ist, um so öfter dem schwächeren seiner 
Gegner den Ball zusenden. [21] Um dies zu berücksichtigen, 
nehmen wir an, dass, so oft A dem gewandteren Spieler B 
p Bälle zuschlägt, er dem schwächeren C eine grössere An- 
zahl, q Bälle zuspielt; er hat also dann p Fälle, die Hoffnung 



Brief über das Ballspiel (Jeu de Paume). 129 

l l 

j , und q Fälle, die Hoffnung -=— — zu erlangen, woraus 

sich für ihn die Hoffnung ergiebt: 
1,1 



l + m ^ l + n (p-{-q)P + l[pn + qm) 



Setzt man wieder, wie oben, für /, »^, w die Zahlen 3, 2, 1 
und ausserdem j» = 1 , §' = 3 , so ist die Hoffnung des Ä 
in Bezug auf jeden Ball gleich f J-, also grösser als fj, welche 
Hofi&iung er hat, wenn er den Ball ganz willkürlich dem einen 
oder dem andern seiner Gegner zusendet; A kann seinem 
Gegner jetzt annähernd ^45 vorgeben. Wenn man -4's Hoff- 
nung gleich \ setzt, also 

. pl^ -\' qP + qlm -{- pln 1 

pl^--\'ql'^ '\-plm'^qlm-\'pln-^ qln'\'pmn-\'qmn 2 ' 

oder 
plm — pln-\-pmn — pl* = qlm — qln — qmji-^ qP, 

so folgt, dass beide Parteien gleiche Gewinnhoffnungen haben, 
wenn die Proportion besteht: 

p : q =: [Im — In — mn + P) : (Im — hz + mn — /*), 

aus welcher man ersieht, dass zu dem Zwecke stets 

mn ]> /* 

sein muss. 

Aber noch ein Umstand ist zu beachten, welcher einiger- 
maassen den Vortheil des Spielers A , dass er den Ball öfter 
dem schwächeren Spieler zuschlagen kann, aufwiegt. Da er 
nämlich allein gegen zwei Gegner spielt, so ermüdet er auch 
mehr als jeder von ihnen, und diese Ermüdung wird seine 
Spielfertigkeit und seine Hoffnung beträchtlich verringern. 
Wenn von drei gleich tüchtigen Spielern einer gegen zwei 
spielt, so bietet nach der obigen Rechnung die Partie ihm 
dieselbe Gewinnaussicht, wie seinen Gegnern; es ist aber 
wahrscheinlicher, dass diese gegen ihn die Partie gewinnen, 
wenn man beräcksichtigt, dass sie nicht so sehr ermüden und 
jeder nur die halbe Partie vertheidigt. Um nun diesen Um- 
stand zu berücksichtigen, muss man die Fertigkeiten der Spieler 

Ostwald's Klassiker. 108. 9 
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B und C nach der Zahl der Schläge beurtheilen , welche sie 
gewinnen oder verlieren, wenn sie vereint gegen A spielen, 
nicht wenn jeder für sich gegen A spielt. Beobachtet man, 
wenn B und C vereint gegen A spielen, dass von den 
zwischen A und B gespielten Bällen die Anzahl der von A 
zu der von B gewonnenen Bälle wie / zu r und [22] von 
den zwischen A und C gespielten Bällen die Anzahl der 
von A zu der von C gewonnenen Bälle wie l zu s sich ver- 
hält, so verhalten sich die thatsächlichen Fertigkeiten der drei 
Spieler in diesem Sinne zu einander, wie ^ zu r zu s. Die 
Hoffnungen der drei Spieler ergeben sich dann genau wie 
oben, sodass man nur r und s an Stelle von m und n in die 
obigen Formeln einzuführen braucht. 

XIV. Kennt man die Verhältnisse zwischen den Fertig- 
keiten von vier Spielern -4, B^ (7, 2), wenn jeder von ihnen 
gegen jeden anderen spielt, so kennt man auch das Verhält- 
niss ihrer Fertigkeiten, wenn zwei gegen zwei, z. B. A und 
B gegen C und D spielen. Wir nehmen an, dass ihre Spiel- 
fertigkeiten durch die Zahlen Ä, /, m^ n gemessen werden, 
und dass A (ebenso wie B) gegen C oder D spielen kann. 

yfc 
Wenn A gegen O spielt, so hat er j-— — , wenn er gegen D 

srrielt, ^ Wahrscheinlichkeiten, den Gang zu gewinnen; 

deshalb hat er die Hoffnung 

k ^ ^ k 



k+m k + n 2 A* + A (w + w) 



2 2[k + m)[k + n) 

Auf dieselbe Weise findet man für die Hoffnung des B: 

l l 



/ + m^ l'\-' n 21^ + l[m + n) 



2 2 (Z + w) (/ -h w) 

Nun ist es aber gleich möglich, dass A oder B spielt, und 
folglich giebt es einen Fall, welcher ihnen die erstere Hoff- 
nung, und einen, welcher ihnen die letztere Hoffnung bringt; 
daher haben Beide in Bezug auf einen Gang die Hoffnung: 

\[k + m)[k + n) "*" 4 [l + m) [l + n] ' 
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Verhalten sich z. B. die Fertigkeiten der vier Spieler zu 
einander wie die Zahlen 1, 5, 2, 3, so ist die Hoffnung von 
A und jB in Bezug auf jeden Gang gleich |-|^| und die von 
O und D gleich |^f ; es können also C und D den beiden 
Spielern A und B fast ^15 vorgeben. 

Multiplicirt man die Nenner der vorstehenden Brüche aus 
und ersetzt dann imn durch Akly so erhält man 

2k^ + k(m + n) 2P + l[m + n) 

"T" 



4:k*-\-^km+ikn + ^kl ' A P + 4: lm + ^ ln + A kl 

2 k-^-m -\-n 2 l-\-m-{-n 

+ 



1 

2 

Daraus folgt, dass die Gewinnhoffnungen der beiden Parteien 
einander gleich sind, wenn die Producte aus den Spielfertig- 
keiten der beiden Spieler jeder Partei einander gleich sind. 
Auch hier muss man die im vorigen Paragraphen gemachte 
Bemerkung berücksichtigen, [23] dass nämlich die geschickteren 
Spieler immer bemüht sein werden, die Bälle dem schwächeren 
ihrer Gegner zuzuschlagen, wenn man wünscht, dass die Ge^- 
winnaussichten ganz gerecht auf beide Parteien vertheilt sind. 

XV. Von zwei Spielern A und B kann der eine dem 
anderen eine gewisse Anzahl Punkte vorgeben, er will ihm 
aber diesen Vortheil lieber in ganzen Spielen als in Punkten 
geben; man will wissen, wieviele Spiele kann er ihm geben? 
Z. B. A kann B 45 vorgeben, will aber lieber mit ihm jedes 
Spiel von an spielen und ihm dafür eine gewisse Anzahl 
voller Spiele vorgeben; auf wieviele Spiele kann er ihm alle 
Spiele bis auf eines vorgeben? 

Um diese Frage zu beantworten, muss man Folgendes 
beachten: 

1) Das mit n bezeichnete Verhältniss der Spielfertigkeiten 
beider Spieler (nach § Vn) ist gleich ff^f , da A dem B 
45 vorgeben kann; 

2) Bei Beginn eines Spieles, wo also jeder von beiden 
Spielern hat, ist das Verhältniss ihrer Gewinnhoffnungen 
bezüglich dieses Spieles (vgl. 8. 124) gleich 

n'^ + bn^+\ln^+ 15w* 



15?^3 + lln«4.5;2+ l 



9* 
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3) Um den Zahlenwerth dieses Yerhältnisses zu bestimmen, 

wenn man darin n = j^^ setzt, kann man sich der Loga- 

7 114529 
rithmen bedienen und findet dann leicht den Werth ,^, ,^, 

134167 

für dasselbe, welchen wir mit m bezeichnen wollen. 

Nun bestimmen wir der Reihe nach die Hoflfnungen, welche 
A in Bezug auf die ganze Partie hat, wenn ihm, um zu ge- 
winnen, noch 1, 2, 3, 4, . . . Spiele fehlen, während dem B 
stets nur ein Spiel noch fehlt; aus dem leicht erkennbaren 
Gesetze, nach denen die Werthe dieser Hoffnungen fortschrei- 
ten, ergiebt sich der Werth von ^'s Hoffnung, wenn ihm noch 
X Spiele fehlen. Wenn dem A, ebenso wie dem B nur ein 
Spiel fehlt. Beide also Spieleinstand zählen, so ist nach dem 
im § IV Gesagten leicht zu schliessen, dass ^'s Hoffnung 
gleich 



m*+l 



ist. Fehlen A noch zwei Spiele, so hat er offenbar m Fälle, 
durch welche er wieder Spieleinstand, ebenso wie B zählt, 
indem er das nächste Spiel gewinnt, und einen Fall, welcher 
ihn dieses Spiel und zugleich die Partie verlieren lässt; folg- 
lich hat seine Hoffnung den Werth: 



m^ 



m*-f-l m' 



m+i (m*+l)(w+l) 

Wenn A noch drei Spiele fehlen, so ist ebenso klar, dass m 
Fälle vorhanden sind, welche ihn das nächste Spiel gewinnen 
lassen, sodass ihm also nur noch zwei Spiele fehlen, und dass 
es einen Fall giebt, welcher ihn das nächste Spiel und mit 
ihm die Partie verlieren lässt; [24] folglich ist seine Hoff- 
nung gleich 

^ • (m»-t-l) (m+1) + ^ ' ^ ni' 



m+l (m*+l)(w+l)* 

Bei vier noch fehlenden Spielen hat A wiederum m Fälle, 
welche ihm die eben berechnete Hoffnung geben, und einen 
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Fall, welcher ihn die Partie verlieren lässt; folglich ist seine 
Hoffnung: 

^ ' (m*+ 1) (m+ 1)^ "^ ^ V ^ m' 

m+l -"(»2*+i)(^+l)3* 

Mit einem Worte: Wieviele Spiele auch A noch fehlen mögen, 
seine Hoffnung ist immer gleich einem ähnlich gebauten Bruche, 
in welchem der Exponent von m um eine Einheit grösser und 
der Exponent von (m + 1) um eine Einheit kleiner als die 
Anzahl dieser Spiele ist. Folglich ist, wenn A noch x Spiele 
und B noch 1 Spiel fehlen, d. h. A seinem Gegner B [x — 1) 
Spiele vorgiebt, seine Hoffhung gleich 



«—4 



(m«+l)(m+ 1) 

Da bei diesem Stande die Partie für beide Spieler nach un- 
serer Annahme die gleichen Gewinnaussichten bieten soll, 
so muss 

m^+* 1 

(w* + l)(m+ 1)«'-* ~Y 

sein, woraus, indem man beiderseits die Logarithmen nimmt, 
für X der Werth folgt: 

log (m + 1) + log w + log 2 — log (w* + 1) 

^ sü ■ • 

log (m + 1 ) — log m 

Um nun die Frage vollständig zu beantworten, braucht 

7 114529 
man nur noch in dieser Formel m = zu setzen; 

man findet, dass x ein wenig grösser als 38 ist'*'). [25] Es 
kann also derjenige, welcher dem Andern 45 in jedem Spiele 
vorgeben kann, ihm bis zu 37 ganzen Spielen auf 38 Spiele 
vorgeben, wenn Beide jedes Spiel von an spielen wollen. 

Hieraus ist ersichtlich, dass es einen wesentlichen Unter- 
schied ausmacht, ob Jemand einem Andern auf vier Gänge 



*) Bemoulli giebt die ausführliche Berechnung von x, welche 
aus Baumersparniss hier unterdrückt ist; aus derselben folgt 
3089892 __ 6686 

""^ 81137 ==*^^"8n37"'. ^' 
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drei Gänge oder auf vier Spiele drei Spiele vorgiebt; denn 
wie wir eben gesehen haben, kann derjenige, welcher seinem 
Gegner 45, d. h. drei Gänge von vieren vorgeben kann, ihm 
weit mehr als drei Spiele von vieren vorgeben. 

XVI. Wenn der Spieler A seinem Gegner 45 vorgeben 
kaim, so lässt sich auch die Frage aufwerfen, auf wieviele 
Spiele er ihm alle Spiele bis auf ein einziges und ausserdem 
noch in jedem einzelnen Spiele 15 oder 30 vorgeben kann? 

Um diese Frage zu beantworten, brauchen Sie nur an 
Stelle von 

n'' + bn^ + iln^ + \bn* 

\bn^ + llw* + 5w + 1 

(dem Verhältnisse der Hoffnungen beider Spieler, wenn beide 
mit Punkten beginnen) zu setzen: 

w' + 5w^ + lln^ + 5w* 



10»*+ 15«» + 11«* + 5«+ 1 
oder 

n^ 4- 4n^ -f. n* 

6»* + 8«» + 7«* + 4« + 1 

(die Verhältnisse der Hoffnungen beider Spieler, wenn ^15 
oder 30 und A hat, wie man aus der Tafel IV findet). In 
diesen Ausdrücken setzen Sie wieder n = | gy und finden 
dann für das mit m bezeichnete Verhältniss: 

6 798 590 , 1125 963 

m = oder m = -z • 

450105 263 741- 

Hieraus berechnen sich, ganz wie oben, die Werthe von x, 
welche angenähert sind: 

a; == 12 oder a: = 4 , 

sodass A seinem Gegner B elf von zwölf Spielen und noch 
15 in jedem Spiele oder drei von vier Spielen und noch 30 
in jedem Spiele vorgeben kann. 

XVn. Wenn A dem 5 30 vorgeben kann und man wissen 
will, wieviele ganze Spiele er ihm vorgeben kann, so muss 
man nur den Werth von n in fj^^- (nach § VH) umändern 
und dann wie oben verfahren, um den entsprechenden Werth 
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von X zu finden. Man findet, dass er ihm ungefähr vier von 
fünf Spielen vorgeben kann, wenn Beide jedes Spiel von 
an spielen, oder dass er zwei von drei Spielen und noch 15 
in jedem Spiele vorgeben kann. Wenn A dem B nur 15 
vorgeben kann, so hat n (nach § VII) ungefähr den Werth 
tM^Ij und [26] man findet, dass er ihm nur ein Spiel von 
zweien vorgeben kann, wenn er mit B jedes Spiel von an 
spielen will. 



XVin. Man kann verschiedene Fragen über die Bisques^^) 
aufwerfen , welche von der einen Partei der anderen vor- 
gegeben sind und von dieser, wann es ihr gutdtinkt, benutzt 
werden. Z. B. kann man fragen: Ist es in einem bestimmten 
Falle vortheilhafter, seine Bisque zu nehmen oder sie nicht zu 
nehmen? Sind zwei Bisques auf vier Spiele vortheilhafter 
als ^15? Oder sind 15 und zwei Bisques mehr werth als 
^30? und ähnliche Fragen. Da uns diese Fragen aber zu 
weit führen würden, so will ich sie nicht alle aufnehmen und 
mich begnügen, nur ein wenig bei der ersten zu verweilen. 

Wir nehmen an, dass die beiden Spieler nur auf ein Spiel 
spielen, dass die Geschicklichkeit von A zu der von B sich 
verhalte wie n zu 1 , wo n gleich l oder von 1 verschieden 
sein kann, und dass B dem A eine Bisque vorgiebt (denn 
obschon dies nicht üblich ist, wenn man weiss, dass die 
Spieler gleichwerthig sind, so kann es oft geschehen, dass B 
die Spielfertigkeit des A nicht kennt, weil dieser vorher sein 
Spiel verstellt hatte, oder dass A sie unbedingt zu erhalten 
verlangt, oder dass A sie erhält, weil er das vorhergehende 
Spiel, welches ohne jede Vorgabe gespielt wurde, verloren hat, 
obgleich beide Spieler, wie man weiss, sonst einander gleich 
sind); weiter nehmen wir an, dass A und B Einstand 
haben, und dass A seine Bisque noch nicht genommen hat. 
Wir fragen dann nach seiner Gewinnhoffnung und ob er besser 
thut, seine Bisque zu nehmen oder sie längere Zeit aufzuheben. 

Zu dem Zwecke stellen wir die folgende Ueberlegung an. 
Nimmt A seine Bisque, so ist er im Vortheile, hat aber dann 
keine Bisque mehr; folglich ist seine Hoffnung (nach Tafel IV) 
gleich 

;^3 _|_ ^5 _|_ ^ ^3 _|. ^« _^ ^ 



^3 + ^^« + w 4- l (w* + {){n + 1) 
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Nimmt er seine Bisque nicht, so kann er den nächsten Gang 
gewinnen oder verlieren. Wenn er ihn gewinnt, so hat er auch 
das Spiel gewonnen, denn da er dann im Vortheile ist, so 
wird er nicht säumen, seine Bisque noch hinzuzunehmen; ver- 
liert er den nächsten Gang, so hat er zwar noch seine Bisque, 
aber B ist im Vortheile, und da uns bei dieser Lage der 
Dinge A\ Hoffnung wegen der Bisque noch unbekannt ist, 
so nennen wir dieselbe y. Da nun A nach der Voraussetzung 
n Fälle hat, welche ihn den Gang gewinnen lassen, und einen 
Fall, welcher ihn desselben verlustig gehen lässt, so ist seine 
Hoffnung, wenn er seine Bisque nicht nimmt, gleich 

w-l + l-y w + y 
n-\' \ wH- 1 

Wegen des Vorrechtes, welches die Bisques besitzen, kann 
aber A nach Willkür seine Bisque nehmen oder nicht nehmen, 

rftwT ji. 1 i.ii.w w^ + w* + w _ n-\-y 

|27] d. h. er kann gleich leicht -r-- — 5-- -— oder — —7 

•^ ;^^ + ^^* + /^+l w+1 

erwerben. Deshalb hat, ehe er sich entschieden hat, seine 

Hoffnung, welche wir x nennen, den Werth: 

w^ + w* + w ' n -{- y 

^ ~ 2r^~+~2^~+l^n~+~^ "*" 2» + 2* 

Um die Hoffnung y zu finden, muss man eine ähnliche Ueber- 
legung anwenden. Wenn A seine Bisque nimmt, so haben 
beide Spieler Einstand, und A hat keine Bisque mehr; folg- 
lich hat er (nach Tafel IV) die Hoffnung: 



n^ + 1 

Nimmt A seine Bisque nicht und gewinnt er den nächsten 
Gang, so gewinnt er die Hoffnung x^ weil das Spiel auf Ein- 
stand steht und er noch seine Bisque hat; verliert aber A 
diesen Gang, so verliert er auch zugleich das Spiel. Folglich 
ist seine Hoffnung in diesem Falle gleich 

ri' x-\- \ ' ^ nx 



w + 1 n-^ 1 

Da nun A seine Bisque nach seinem Belieben nehmen oder 



w* . nx 



nicht nehmen, d. h. -r— — oder — -— erlangen kann, so 

/2* + 1 ;^ + 1 
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ist vor dieser Entscheidung seine Hoffnung, welche wir mit y 
bezeichnet hatten, gleich 

w* nx 



y = o^» . o + 



2w* + 2 ' 2w + 2 

Setzt man diesen Werth von y in die oben für x gefundene 
Gleichung ein, so ergiebt sich schliesslich: 

_ (n + l)(4n^ + 3y^» + An) 
^-" (;i«+ i)(4w« + 7^+4) ' 

und folglich aus der letzten Gleichung: 

w*(4w* + 5w + 4) 

^ ■" (n'+ l)(4w* + 7w+ 4) ' 

Wenn also das Spiel auf Einstand steht, so bieten sich die 
drei Grössen dar: 

n^ + n^ + n n + y {n+ 1) (4y^^ + 3n^+ An) 

(«« + \){n + 1) ' w + 1 ^" (^' + 1) (4w* + 7;^ +4) ' 

welche die Hoffnung des A fftr die drei Annahmen bezeichnen, 
dass er seine Bisque nimmt, dass er sie nicht nimmt, und 
dass er noch unentschieden ist, ob er sie nimmt oder nicht 
nimmt (der Werth dieser letzteren Hoffnung liegt in der Mitte 
zwischen den Werthen der beiden anderen). Da nun, nach- 
dem man die drei Grössen auf den gemeinsamen Nenner ge- 
bracht hat, sich zeigt, dass die erste derselben grösser als 
die dritte ist, so folgt, [28] dass sie um so mehr grösser als 
die zweite ist, und dass mithin A besser thut, seine Bisque 
zu nehmen, als sie für eine spätere Gelegenheit aufzuheben. 
Untersucht man die drei folgenden Grössen 

«* nx , /^*(4w* + 5w + 4) 

und 



?**+!' n + \ (^^* + l)(4w* + 7;^+ 4)' 

welche bei dem obigen Verfahren gefunden wurden und die 
Hoffnungen des A für die drei genannten Annahmen darstellen, 
wenn B im Vortheile ist oder (was dasselbe ist) 45 gegen 30 
hat, so bemerkt man, dass der erste Werth ebenfalls grösser 
als die beiden andern ist; auch bei diesem Stande des Spieles 
thut also A noch besser, seine Bisque zu nehmen. 
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Sie können endlich durch dieselben Ueberlegungen die Hoff- 
nungen des Spielers A fär jeden anderen Stand des Spieles 
finden, also wenn B \h gegen 15^ oder 45 gegen 0, oder 30 
gegen 15 hat; die Mühe ist sogar geringer als vorher, wenn 
Sie der Reihe nach diese Berechnungen ausführen, da Sie bei 
dem Verfahren dann nur auf schon berechnete und daher be- 
kannte Hoffnungen zurückkommen. Ich begnüge mich damit, 
Ihnen in den drei, mit I, U, IH überschriebenen Columnen 
der folgenden Tafel VH die Hoffnungen für zwei gleich 
geschickte Spieler anzugeben, und zwar in der ersten Columne 
für den Fall, dass A seine Bisque nimmt, in der dritten, dass 
er sie nicht nimmt, und in der mittleren, dass er noch un- 
entschieden ist, ob er sie nimmt oder nicht. Man bemerkt, 
dass die Biüche der ersten Columne durchweg ein wenig 
grösser als die der beiden andern sind; daraus lässt sich 
schliessen, dass es für A stets vortheilhaflier ist, seine Bisque 
zu nehmen, als sie längere Zeit aufzuheben. 



[29] Tafel VIL 

A und B sind zwei gleich geschickte Spieler, und A hat eine 

Bisque zu nehmen. 



Punkte des 


Hoffiiungen des A 




A 


B 


I. 


II. 


III. 
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45 
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XIX. Die Berechnung des vorigen Paragraphen setzt vor- 
aus, dass der Spieler A seiner Bisque völlig indifferent gegen- 
übersteht und also immer ebenso geneigt ist, sie zu nehmen, 
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wie sie nicht zu nehmen. Obgleich es nun völlig in -4's Be- 
lieben steht, bei welchem Gange er seine Bisque nehmen will, 
so ist es, wie hervorgehoben werden muss, nicht immer gleich 
wahrscheinlich, dass er sie nimmt, da es Gelegenheiten giebt, 
bei denen er sie besser als bei anderen verwerthen kann. 
Dies ist vielleicht nicht der Fall, wenn man spielt, ohne 
Schassen zu machen, wo ich keinen Grund entdecken kann, 
welcher ihn veranlassen sollte, die Bisque nur um einen Gang 
aufzuschieben. Wenn aber Schassen gemacht werden, so giebt 
es Gelegenheiten, bei welchen man die Bisque so ntitzlich'ver- 
werthen kann, dass sie fast die Stelle von 30 vertritt. Denn 
wenn A eine schwierige Schass zu gewinnen hat, so ist sie 
so gut wie verloren für ihn; indem er also seine Bisque 
nimmt, hindert er nicht nur seinen Gegner, 15 zu gewinnen, 
sondern er gewinnt selbst 15, was ihm mithin 30 werth ist. 
Da also die Bestimmung der Hoffnungen der Spieler, welche 
die Betrachtung der Bisques erfordert, von der besonderen 
Beschaffenheit des Spieles, von der Mannigfaltigkeit der Schassen 
und selbst von der Laune der Spieler, welche Regeln nicht 
beachten, abhängt, so ist es schwierig, sich zuverlässige Werthe 
für diese Hoffnungen zu verschaffen. Hier lasse ich das Ver- 
fahren folgen, dessen ich mich bedienen würde, wenn auf 
Schassen Rücksicht zu nehmen ist. 

Wir nehmen an, dass die Spieler entweder beide 30 oder Ein- 
stand zählen und dass es eine für den einen Spieler schwieriger 
als für den andern zu gewinnende Schass giebt (die Anzahl 
der Male, welche man A eine Schass hat gewinnen sehen, soll 
sich zu der Anzahl der Male, welche man B eine solche hat 
gewinnen sehen, verhalten wie m zu 1, wo m von 1 ver- 
schieden ist), obschon sonst beide Spieler gleich geschickt sind. 
Es ist zu beachten, dass A^ wenn er ohne seine Bisque zu 
nehmen, die Schass gewinnt, auch das Spiel gewinnt, da er 
nicht versäumen wird, nach gewonnener Schass seine Bisque 
zur Geltung zu bringen; wenn A die Schass verliert, so zählt 
B vor für sich, aber A hat noch seine Bisque zurückbehalten, 
welche ihm (nach der Columne 11 der Tafel VII) die Hoff- 
nung ^ giebt. Da nun der Spieler A nach der Annahme 
m Wahrscheinlichkeitsgrade hat, die Schass zu gewinnen, gegen 
einen, sie zu verlieren, [30] so ist die Hoffnung, welche er 
besitzt, wenn er seine Bisque nicht nimmt, gleich 

m » 1 + 1 » ^ _ 30 m + 13 

m+1 "30 m -h 30 ' 
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Nimmt er aber seine Bisque, so ist keine Schass mehr vor- 
handen und seine Hoffnung findet sich (in der Columne I der 
Tafel VII) gleich |. Ich habe also nur zu ermitteln, welcher 
von den beiden Brüchen, 

30 m+ 13 ^ 3 

— ■ — -- oder — - 

30 m + 30 4 

grösser als der andere ist. Setzt man beide Brüche einander 
gleich, so ergiebt sich für m der Werth ^. Für A ist es 
also günstiger, seine Bisque noch aufzuheben, wenn m'^\^ 
ist, und sie zu benutzen, wenn w<[if ist; ist aber m = ^, 
so ist es für A gleichgültig, ob er sie nimmt oder nicht. 

Nehmen wir dann an, dass A 30 zu 45 zählt, d. h. also 
B im Yortheil ist, und dass dieselbe Schass zu gewinnen ist, 
so zählt A offenbar Einstand, wenn er sie gewinnt, ohne seine 
Bisque zu verwerthen; folglich hat er (nach Columne II der 
Tafel VII) die Hoffnung ^. Verliert A aber die Schass, so 
verliert er auch das Spiel. Da er nun m Fälle hat, sie zu 
gewinnen, und einen, sie zu verlieren, so hat er, wenn er die 
Bisque nicht benutzt, die Hoffnung: 

m.^+ 1-0 11^ 

w+ 1 15 m + 15 

Nimmt andernfalls A seine Bisque, so zählen beide Spieler 
Einstand, und da keine Schass mehr da ist, so hat jeder von 
ihnen die Hoffnung ^, Aus 

Um 1 



15m+15 2 

ergiebt sich m = -^- . Für A ist es mithin vortheilhafter, 
seine Bisque aufzuheben oder sie zu verwerthen, je nachdem 
m grösser oder kleiner als -^- ist; für »i = -\^- ist es gleich- 
gültig, was er thut. Wird die Wahrscheinlichkeit, welche der 
Spieler A für das Gewinnen einer Schass hat, durch eine 
zwischen \^ und ^^- gelegene Zahl dargestellt, so ist es fOr 
ihn günstiger — wie man aus dem Obigen noch weiter folgern 
kann — , seine Bisque noch aufzuheben, wenn Spieleinstand 
gezählt wird, und sie zu nehmen^ wenn B im Vortheil ist. 
Auf diese Art habe ich alle andern Zahlen der letzten Columne 
der Tafel VII bestimmt, mit Hülfe deren sich also entscheiden 
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lässt, wann der Spieler A seine Bisqne verwerthen oder noch 
aufheben muss. Ist ^'s Wahrscheinlichkeit^ eine Schass zn 
gewinnen, grösser als diese Zahl, so thut er besser, seine 
Bisqne an&nheben; ist sie dagegen kleiner, so ist es fär ihn 
Yortheilhafter, seine Bisque zu benutzen; ist seine Wahrschein- 
lichkeit gleich dieser Zahl, so kann er ohne Schaden thun, 
was er Lust hat. 

[31] XX. Es erübrigt mir noch, von den Services zn 
sprechen und von dem Vortheile, welchen man davon hat, 
sie zu geben. Sie wissen, dass der erste Schlag bei jedem 
Balle, welchen man auf das Dach spielt, Service (Aufschlag) 
heisst. Der Spieler, welcher ihn thut, scheint einen Vortheil 
gegenüber dem, welcher ihn empfängt, zu haben und zwar 
aus zwei Gründen: erstens weil der Service-Schlag, bei welchem 
man den Ball aus der Hand giebt, ein sicherer Schlag ist, wäh- 
rend die weiteren Schläge, bei welchen der Ball dann in der 
Lufi; getroffen werden muss, leicht missglücken können; zweitens 
weil derjenige, welcher den Ball aufschlägt, seinen Gegner eine 
Schass machen lässt, wenn er ihn bei den ferneren Schlägen fehlt, 
während der Rückschläger, wenn er ihn fehlt, 1 5 verliert (wenig- 
stens, wenn der BaU in das Spiel eintritt, denn ich will aus Furcht, 
zu weitschweifig zu werden, nicht über die Schassen de vers 
le jeu^^) sprechen; es genügt mir, Ihnen im Grossen und Ganzen 
den bei dieser Untersuchung einzuhaltenden Weg zu zeigen). 

Wir nehmen an, dass zwei Spieler A und B vorhanden 
sind, dass A aufschlägt, und dass man A einen Fehlschlag 
auf p gelungene Schläge und B einen Fehlschlag auf q ge- 
lungene Schläge hat thun sehen, ferner bezeichnen wir mit 
y die Hoffnung, welche A hat, den Ball zu gewinnen, wenn 
die Reihe zu spielen an ihn kommt, und mit z die Hoffnung, 
welche er hat, wenn B spielen muss. Zunächst sehen wir 
zu, was aus diesen Hoffnungen wird, wenn ohne Schassen zu 
machen gespielt wird, d. h. wenn der Gang unbedingt für 
denjenigen, welcher den Ball spielen sollte, ihn aber gefehlt 
hat, verloren ist. Nach den soeben getroffenen Festsetzungen 
erkennt man leicht, dass Aj wenn er spielen muss, einen Fall 
hat, welcher ihn den Gang verlieren lässt, und p Fälle, welche, 
da sie ihm seinen Schlag gelingen lassen, B in die Noth- 
wendigkeit zu spielen versetzen und folglich ^'s Hoffnung y 
in die Hoffnung z verwandeln. Wenn dagegen die Reihe zu 
spielen an B kommt, so giebt es einen Fall, welcher A den 
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Gang gewinnen lässt (dadurch dass B ihn verliert), und q Fälle, 
welche wieder A zu spielen nöthigen und ihm die Hoffnung 
y zurückgeben. Ich habe mithin einerseits 



y = 



und andrerseits 



woraus folgt: 



1 • +/) • z pz 
\-\-p '~\+p 

1+? 1+? ' 



z 






Da nun aber [32] dem Spieler A sein Service-Schlag nicht 
missglücken kann, so folgt, dass man diesen Schlag nicht mit- 
zählen darf und bei der Berechnung seiner Hoffnung, bevor er 
ihn thut, denken muss, B sei an der Reihe zu spielen. Folg- 
lich ist -4's anfängliche Hoffnung, den Ball zu gewinnen, gleich 

1 \ ' t) Q 

^ und daher 5's Hoffnung gleich - — — - — j — , so- 



1 -^p + q ^ ^ 1 -^p + q' 

dass sich die Hoffnungen Beider zu einander verhalten wie 
\ -\- p zvl q. 

Wenn z. B. bei zwei gleich geschickten Spielern auf 1 gelun- 
gene Schläge ein Fehlschlag zu treffen pflegt, so ist j» = g' = 10, 
und folglich ist der Aufschläger dem Rückschläger gegenüber 
im Verhältniss 11 zu 10 im Vortheil. Dieser Vortheil ist um 
so grösser, je weniger geschickt die Spieler sind, und um so 
kleiner — ja er kann sogar völlig verschwinden — je ge- 
schickter die Spieler sind. 

XXI. Nun verbinden wir hiermit noch die Beti*achtung der 
Schassen, aber ohne uns um ihre Verschiedenheit zu kümmern, 
indem wir annehmen, dass alle Schassen unten im Ballhause 
gemacht werden und dass alle Bälle, welche über das Netz 
weggehen, sie gewinnen können. Sie wissen, dass die Spieler, 
wenn es Schass giebt, ihre Plätze vertauschen, und dass der- 
jenige, welcher die Bälle aufgeschlagen hat, verpflichtet ist, 
sie nachher zurückzuschlagen, nachdem jeder auf die andere 
Seite des Spielhauses gegangen ist. Es sollen nun die vier 
Buchstaben t?, x^ y, z die Hoffnungen des A in den vier ver- 
schiedenen Momenten bezeichnen: nämlich die beiden ersten 
Buchstaben v und x^ bevor die Schass gemacht wird, die andern 
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y und z nach der Schass, wenn die Spieler ihre Plätze ge- 
wechselt haben; der erste Buchstabe v und der dritte y, wenn 
A zu spielen. hat, und der zweite x und der vierte z^ wenn 
B spielen muss. Wenn Sie die Schlussfolgerung des vorigen 
Paragraphen verstanden haben, so werden Sie ohne Mtthe die 
Richtigkeit der folgenden vier Gleichungen einsehen, auch ohne 
dass sie hier näher begründet werden: 

l . 1 -f_^ . t? 1 + ^^ 

1+^ ^ \+q' 
1 • +jO^ pz 

^ ^ 1' i+g-y ^ i + gy 



X = 



Hieraus finden Sie 

[33] ^ p 

also 

_ ?+?* 

Mithin muss man schliessen, dass ^'s Hoffnung zu der Zeit, 
in welcher B von ihm den Service-Schlag erhalten muss, sich 
zu der von B verhält wie l + 2/) + 9^ + P* + 2/?^ zu 
q + q^. Wenn jt> = §' ist, so bemerken Sie , dass dieses 
Verhältniss sich umsomehr dem Werthe 3 annähert, je grösser 
der Werth von jo = y ist; von zwei Spielern, welche gleich und 
vollkommen gut spielen, hat also der Aufschläger ungefähr 
dreimal mehr Hoffnung, den Gang zu gewinnen, als der Rück- 
schläger. Dies gilt aber nur, wie Sie wohl beachten müssen, 
unter der Annahme, dass kein Unterschied zwischen den 
Schassen gemacht wird und dass solche, welche man de vers 
le jeu nennt, nicht zugelassen werden; lässt man diese beiden 
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Annahmen fallen, so wird -4's Vortheil beträchtlicli ver- 
mindert. 



XXU. Ich darf diesen Brief nicht schliessen, mein HeiT, 
ohne gewissen falschen Schlnssfolgemngen , auf welche man 
bei diesem Gegenstande verfallen kann, vorgebeugt zu haben 
in der Befürchtung, dass sie durch ihren trügerischen Glanz 
blenden und an der Zuverlässigkeit der oben aufgestellten 
Principien Zweifel entstehen lassen könnten. 

In dem Paragraphen VII wurde gefragt, wieviele Male A 
geschickter als B sein muss, um ihm 45 vorgeben zu können. 
Es könnte nun Jemand folgendermaassen schliessen wollen: 
Wenn B gegen einen dritten Spieler C7, welcher dieselbe 
Spielfertigkeit wie er selbst besitzt, spielen und 45 zu zählen 
würde, so verhielten sich die Hoffnungen beider Spieler B 
und C nach Tafel I wie 15 zu 1, d. h. jB würde 15 mal 
das Spiel gewinnen können, während C es nur einmal könnte. 
Wenn A dem B eine Vorgabe von 45 giebt, so ist aber die 
Partie gerecht, d. h. wenn B 15 mal das Spiel gewinnt, 
so kann auch ^ es 15 mal gewinnen. Würden nun A und 
C von an spielen, so könnte -4 15 mal das Spiel gewinnen, 
während es C nur einmal kann; folglich müsste ^15 mal 
geschickter im Spielen sein als C oder (was auf dasselbe 
hinausläuft) als Ä, während durch das obige Verfahren ge- 
zeigt wurde, dass A nur 4| mal geschickter als B sein muss. 
— Hierauf antworte ich, dass diese Ueberlegung, wenn sie 
ebenso einleuchtend wäre, [34] als sie es nicht ist, die falsche 
Folgerung zieht: »folglich müsste ^15 mal tüchtiger im Spielen 
sein . . .«. Aj welcher Ä 45 Punkte vorzugeben im Stande 
ist, kann, wie ich zugebe, 15 Spiele gegen ein Spiel seines 
Gegners gewinnen, wenn Beide von Punkten an spielen, 

7114529 
denn A kann sogar (nach § XV) , d. h. mehr als 

50 Spiele gewinnen. Aber es folgt daraus nicht, dass er 15 mal 
spielgewandter als B ist, da es sehr wohl sich ereignen kann, 
dass er 15 oder sogar, wenn Sie wollen, 50 Spiele gegen 
eines gewinnt, ohne dass er mehr als 4 oder 5 mal mehr 
Gänge gewonnen hat; dies hat darin seinen Grund, dass alle 
Gänge, welche B während eines für ihn ungünstig ausgehen- 
den Spieles gewinnt, nicht gezählt worden sind, während sie 
gleichwohl zusammen den vierten Theil der von A gewonnenen 
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Gänge ansmachen können. Beachten Sie daher, dass die 
Fertigkeiten der Spieler besser dnrch die Anzahl der Gänge, 
welche jeder gewinnt, gemessen werden als durch die Anzahl 
der von jedem gewonnenen Spiele oder Partien, wenn jedes 
Spiel von Punkten an gespielt wird. 

In dem Paragraphen XIII wurde untersucht, um wieviel 
spielgewandter A geschätzt werden muss, wenn er gegen zwei 
andere Spieler B und O spielt und ihre Fertigkeiten sich 
verhalten wie die Zahlen 3, 2, 1. Es dürfte sehr wohl Leute 
geben, welche sich hier eines aus der Mischungsrechnung her- 
genommenen Analogieschlusses bedienen würden. Wenn man 
z. B. drei Sorten Wein hat, deren Preise sich wie die Zahlen 
3, 2, 1 zu einander verhalten, so ist sicher, dass der Preis 
einer aus gleichen Theilen der beiden billigeren Sorten her- 
gestellten Mischung gleich 1^ ist, und dass folglich der Preis 
der besten Sorte zu dem dieser Mischung sich verhält wie 
3 zu 1^ oder wie 2 zu 1. Ebenso, sage ich, würden jene 
Leute denken, dass die zwei Spieler B und C, welche ge- 
meinschaftiich gegen den dritten Spieler A spielen (indem 
sich ihr Spiel gleichsam mischt), für einen Spieler angesehen 
werden könnten, und dass folglich die Spielfertigkeit von A 
auch das doppelte von derjenigen der beiden andern Spieler 
zusammen sein müsste. Noch Andere würden vielleicht so 
schliessen: Da nach der Annahme A drei Gänge gewinnt, 
wo B nur zwei gewinnt, und nochmals drei da gewinnt, wo 
C nur ein Spiel gewinnt, so folgt, dass er sechs Spiele ge- 
winnen muss, wenn die beiden andern zusammen 2 -f- 1 = 3 
Spiele gewinnen. Folglich muss auch seine Spielfertigkeit 
doppelt so gross sein als die der beiden andern Spieler zu- 
sammen, wie soeben schon durch die andere Schlussfolgerung 
gefunden wurde. Dem aber steht die Berechnung des Para- 
graphen XIII entgegen, welche ergab, dass Ä% Hoffnung mehr 
als doppelt so gross wie die seiner beiden Gegner ist. — 
[36] Auf die beiden obigen Ueberlegungen kann ich mit 
wenigen Worten antworten: Erstens beweisen Analogien nichts, 
wie Sie wissen. Zweitens widersprechen diese Ueberlegungen 
der Annahme, welche man vernünftigerweise machen muss, 
dass A ebenso viele Male oder öfter gegen C als gegen B 
spielt; bei diesen obigen Ueberlegungen ist aber ganz das 
Gegentheil der Fall, weil dort A in fünf Gängen, von denen 
er drei gewinnt, gegen B und nur in vißr, von denen er 
ebenfalls drei gewinnt, gegen C spielt. Unsere Rechnung 

Ostwald* 8 Elasfliker. 108. 10 
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dagegen berücksichtigt vollständig die erwähnte Annahme. 
Denn wenn A 20 Gänge gegen B spielt, so gewinnt er da- 
von 12, und wenn er noch 20 Gänge gegen O spielt, so ge- 
winnt er davon 15, d. h. er gewinnt im Ganzen 27, während 
seine Gegner 13 gewinnen. Wenn A aber dreimal soviele 
Gänge gegen O als gegen B spielt, also 60, so gewinnt er 
von diesen 45, welche mit den 12 Gängen, welche er gegen 
B gewinnt, 57 Gänge ergeben; für B und C bleiben mithin 
23 Gänge übrig. Diese Resultate sind aber sämmtlich in 
völliger üebereinstimmung mit denen, welche in dem Para- 
graphen XIU gefunden worden sind. 

Ich schliesse, mein Herr, mit der folgenden Bemerkung: 
Es ist ausserordentlich leicht, sich in seinem ganzen Forschen 
und Erkennen sehr zu irren, wenn man nicht stets die strengste 
Aufmerksamkeit ausübt. Denn die Schlussfolgerungen, welche 
man gewöhnlich im Leben anstellt, sind nicht besser als jene, 
welche ich soeben angeführt habe, oft aber viel schlechter. 
Man sieht jeden Tag, dass die gelehrtesten Leute auf Grund 
von blossen Analogien Schlüsse ziehen; da wo sie sich ein- 
bilden, in die Dinge klare Einsicht zu haben, betrachten sie das 
als höchst evident, was es gar nicht ist. Und daher kommt 
es, dass nur diejenigen, deren Verstand durch mathematische 
Studien geschärft ist, fähig sind, den Irrthum zu entdecken. 

Ich bin u. s. w. 



Annierknngen. 

(Mit 2 Abbildungen.) 



1) Zu S. 8. In der Originalausgabe sind die Werthe aller 
Hoffnungen, deren Berechnung zur Lösung dieser Aufgabe 
nöthig war, nochmals in einer Tafel zusammengestellt, welche 
hier ihres geringen Nutzens wegen fortgelassen ist. Infolge- 
dessen waren im Texte unbedeutende Aenderungen nöthig. 

2) Zu S, 16. Auch hier sind, um die Weitschweifigkeit 
des Textes im Originale etwas abzuschwächen, unbedeutende 
Aenderungen und Umstellungen einiger Sätze vorgenommen 
worden. 

3) Zu den S, 19 und 20, BernoulU giebt in dem Ori- 
ginale eine ausführliche Tafel ftlr die Berechnung der Anzahl 
der Fälle, welche jedem der Spieler den Einsatz ganz oder 
theilweise oder auch nichts von demselben gewinnen lassen. 
Mir schien es völlig ausreichend, von dieser Tafel nur eine 
Probe mitzutheilen , welche sich auf Seite 20 oben befindet 
und zugleich dem in der Anmerkung verfolgten Zwecke dient. 
In Bernoullt^ grosser Tafel sind diese Fälle durch ein da- 
nebenstehendes N ausgezeichnet. 

4) Zu S, 27. Nach diesen Schlussworten muss man wohl 
annehmen, dass BernoulU sich selbst über den Grund, warum 
die zweiten Lösungen falsch sind, nicht klar gewesen ist; nur 
weil die Richtigkeit der zuerst gegebenen Lösungen evident 
ist, müssen sie falsch sein: »Man würde auf die Richtigkeit 
dieser Lösungen leicht einen Eid schwören, wenn man nicht 
die wirklich richtige Lösung schon gefunden hätte.« 

Der Grund, warum die zweiten Lösungen ein anderes Re- 
sultat als die ersten liefern, liegt aber einfach darin, dass sie 
nicht die Lösungen der in XIV gestellten, sondern der fol- 
genden Aufgabe sind: 

A thut mit einem Würfel so viele Würfe, als der auf das 
Spielbrett geworfene Würfel Augen zeigt; wieviele Augen darf 

10* 
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A insgesammt zu erhalten hoffen? Während also bei der 
Aufgabe XIV es sich darum handelt zu ermitteln, wieviele 
Würfe zwölf oder mehr und wieviele Würfe weniger als zwölf 
Augen liefern, so fragt die so eben formulirte Aufgabe nach 
der mittleren Anzahl von Augen, welche A zu erreichen 
hoffen darf. Dass bei der Aufgabe XIV der Spieler A eine 
etwas kleinere Hoffnung als B hat, während er bei der letzteren 
Aufgabe auf mehr als zwölf Augen hoffen darf, also eine etwas 
grössere Hoffnung als Ä, welchem nur zwölf Augen zugestanden 
sind, hat, erklärt sich dadurch, dass für die Berechnung der 
mittleren Augenzahl auch die Fälle, welche bei der Auf- 
gabe XIV A nichts oder nur den halben Einsatz gewinnen 
lassen, ebenso schwer in das Gewicht fallen, als die Fälle, 
welche ihm den ganzen Einsatz einbringen. 

5) Zu S, 35. In dem Originale findet man zwischen den 
Seiten 172 und 173 eine Tafel eingeheftet, welche die Be- 
rechnung der Anzahl aller verschiedenen Fälle in extenso 
enthält. Da aber die Aufstellung dieser Tafel auf den Seiten 
33 — 35 ausführlich geschildert ist, sodass sie sich leicht 
reproduciren lässt, sie sonst aber kein besonderes Interesse 
darbietet, so habe ich den Abdruck derselben für überflüssig 
gehalten und deshalb unterlassen, zumal die Anzahl der Fälle 
selbst in der Tafel auf S. 35 zu finden ist. 

6) Zu S, 36, Bernoulli bezeichnet das Spiel mit dem 
französischen Namen Trijaques; ich habe den in Deutsch- 
land üblich gewesenen Namen Treschak gewählt. Das Spiel 
ist wohl auch unter den Namen Bretling oder Krimpel- 
spiel bekannt gewesen. 

In der Lösung dieser Aufgabe sind unwesentliche Küi'- 
zungen vorgenommen. 

7) Zu den Bemerkungen auf den S, 48, 50, 52. In der 
Bemerkung auf S. 48 ist die Abweichung des Werthes -^a 
vom wahren Werthe etwas grösser als Bernoulli angiebt, 
nämlich gleich 0.000000032a; in der Bemerkung auf S. 50 
ist für die Abweichung vom wahren Werthe der richtige Werth 
0.00 001 (a + b) angegeben. Die Abweichung des Werthes 
tW (ö + i + c) vom wahren Werthe ist in der Bemerkung 
auf 8. 52 mit 0.0001 (a + * + c) etwas zu gross angegeben, 
da sie nur gleich 0.000 065 ist. 

8) Zu S, 52. Bringt man die für m bei zwei, drei und 
vier Häufchen gefundenen Werthe nicht auf ihre einfachsten 



Anmerkungen. 149 

Formen, sondern schreibt man dieselben so hin, wie sie 
entstehen, so erkennt man leicht das Gesetz, nach welchem 
diese Werthe gebildet sind, und kann dann den Werth von 
m für eine beliebige Anzahl h von Häufchen hinschreiben. 
Für zwei, drei und vier Häufchen hat m bez. die Werthe: 



m 



m 






liocx^^o'öö+cre)] 



+ 



i1) 



Hierbei giebt in den Binomialcoefficienten P j die untere Zahl 

T stets an, wieviele verschiedene Werthe die untersten Blätter 
der h Häufchen (h = 2, 3, 4) zeigen. Die Anzahl der vor 

j 1 stehenden Binomialcoefficienten j, j ist stets gleich t, die 

Summe der unteren Zahlen h^ in denselben ist gleich ä und 
die Zahlen h^ geben an, dass die unteren Karten von 
ftg Häufchen gleichen Werth haben. Ferner sind diese Binomial- 
coefficienten in den obigen Ausdrücken so geordnet, dass, 

wenn Q ^ o ist , der voranstehende Binomialcoefficient j , j 

von den A^ Häufchen herrührt, deren unterste Karten niedri- 
geren Werth haben als die untersten Karten der ha Häufchen, 

welche dem nachfolgenden Binomialcoefficienten i, J ent- 
sprechen. Der Bankhalter kann nun sein Amt überhaupt nur 
verlieren, wenn ä^ = 1 ist, und zwar kann ihm diese Karte 
des niedrigsten Werthes nur in einem Falle und seinen Geg- 
nern in Ä — 1 Fällen zufallen. 

Nach diesen Bemerkungen ergiebt sich ohne weiteres die 
folgende Regel, um den Werth von m für eine beliebige An- 
zahl h (Ä = 2, 3, . . ., iff) von Häufchen zu finden: 
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Man zerlege h auf alle möglichen Arten so in positive 
Snmmanden : 



Ä = Ä, + Ä, H yh 



t ) 



dass keiner derselben grösser als 4 ist, und kein voran- 
gehender Summand grösser als ein folgender ist; t ist für 
die einzelnen Zerlegungen verschieden und ^ g. Dann be- 
stimme man die Anzahl pt aller Permutationen der Elemente 
h^, h^^ . . ., h^. Kommt unter diesen Elementen die 1 vor, 
so ermittele man noch die Zahl tt^ der Permutationen, deren 
erstes Element 1 ist; 7t ^ ist gleich zu setzen, wenn kein 
Element den Werth 1 hat. Dann ist die Hoffnung des Bank- 
halters, sein Amt zu behalten: 



2 



■"-"■'(ijai-aiö 



u 



wo die Summe über alle Zerlegungen von h zu erstrecken ist. 
Da TZ = 1 — m ist, so ist damit auch das Yerhältniss m : n 
bestimmt. Ist A = 4^ — 2, ig — 1 oder 4^, so kann der 
Bankhalter sein Amt nie verlieren. 

Die Formel lässt sich sofort noch verallgemeinern auf 
Kartenspiele , welche nicht aus vier , sondern aus f verschie- 
denen Farben bestehen. Man hat in der obigen Formel dann 
4 nur durch f zu ersetzen und die Zahl h auf alle Arten so 
in Summanden zu zerlegen, dass keiner derselben grösser als 
f ist. Beachtenswerth ist die unmittelbar sich ergebende Be- 
ziehung : 

9) Zu S. 52. Joseph Sameur (1653—1716) hatte im 
Journal des S9avans von 1679 die Resultate seiner Unter- 
suchungen über die damals gebräuchlichsten Glücksspiele ver- 
öffentlicht und dadurch die Aufmerksamkeit des königlichen 
Hofes auf sich gelenkt, sodass er seine Ergebnisse Ludwig XIV. 
vortragen musste und dann Hofmeister des Dauphin wurde. 
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Bemovili übertreibt offenbar ein wenig, wenn er behauptet, 
4ass die Tafeln von Sauveur an nicht wenigen Stellen der 
Verbesserung bedürfen. Todhunter hat nämlich BernouUi's 
Tafel mit der von Sauveur in der Amsterdamer Ausgabe des 
Journal des S^avans verglichen und giebt an, dass die ersten 
fünf Reihen, welche gerade die wesentlichen sind, in beiden 
Tafeln völlig mit einander übereinstimmen und nur die sechste 
Reihe, welche einfach durch Subtraction der zweiten von der 
fünften Reihe entstanden ist, bei Sauveur Irrthümer aufweist. 

10) Zu S. 62 und den folgenden. Die Bezeichnung der 
einzelnen Gewinnhoffnungen mit ^».4, ^n-S) • • • findet sich 
in dem Originale nicht, empfahl sich aber hier, um eine präg- 
nantere Darstellung der Lösung zu erreichen. — 

Wählt man in der Figur auf S. 65 die Linie GH als 
rc-Axe und GF als y-Axe, so ist die Gleichung der Curve: 

Nach Construction verhält sich aber 

DB\BA = EN: NF, 

woraus, wenn man für DB und EN mit Hülfe der Gleichung 
der Curve die Werthe berechnet und BA = b setzt, folgt: 

, _ log(a '^mb + NF) — log(g — mb) , 

log a — log c 

NF log(a -'mb + NF) — log(a — mb) 
b log ö — log c 

Durch Vergleich mit der Formel für n erhält man also 

NF= ni = n, 

d. h. NF ist gleich », wenn AB als Längeneinheit benutzt 
wird. — 

Die Bemerkungen auf S. 66 lassen sich folgendermaassen 
beweisen. Bezeichnet man die Gewinnhoffnung des Titius bei 
fest gegebenen Werthen a, J, c, m und veränderlichem Werthe 
n mit H(n), so ist, wie aus der Formel aus 8. 64 sofort folgt: 

H{m-\) = H(m) = m-^ + -^^. 
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Setzt man in H{n) nun n = m -{- e^ wo e alle positiven 
ganzen Zahlen und die negativen Zahlen — 2, — 3, ...., 
— w + 1 durchläuft, so folgt: 

flW = fl(™+.| = SW-(l)-{|[,-(f)']-«(£)]. 

Es ist nun nachzuweisen, dass für alle in Betracht kommenden 
Werthe von e der Elammerausdruck, welcher mit K bezeichnet 
werde, positiv ist. Für positive Werthe von € ist 



-iK-^hm-'d^ 



Qssa—t 



=r;sm-'{^'^'(T-'{^) 






also stets positiv. Durchläuft e die negativen Werthe, so setzt 
man e = — rj, wo ij = 2, 3, . . ., m — 1 zu setzen ist, und 
erhält 

-=f[-(7)>^("r 
=-7fe)(r'+4.f(:i;)(^r- 

also für alle in Betracht kommenden Werthe von r^ ebenfalls 
positiv. Folglich hat H{n) seine grössten Werthe für w=m — 1 
und n = m, und je gi'össer fi, bez. rj ist, um so grösser ist K, 
Damit sind die drei • ersten Bemerkungen bewiesen. Die 
Richtigkeit der vierten Bemerkung ist aber ohne weiteres klar. 



11) Zu S. 79. John Owen wurde 1563 in Caernarranshire 
geboren , studirte die Rechte in Oxford, wurde 1594 Leiter 
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der Schulen in Warwick und starb 1622 in London. Bekannt 
geworden ist er durch seine Epigramme, welche er in glück- 
licher Weise Martial nachahmte. Diese Epigrammsammlung 
scheint sich — nach der grossen Zahl von Auflagen, welche 
sie erlebt hat — grosser Beliebtheit erfreut zu haben; mir 
lagen nicht weniger als fünf Auflagen aus den Jahren 1617, 
1620, 1628, 1647 und 1679 vor. Die Sammlung besteht aus 
drei Büchern, aus einem einzelnen Buche, in welchem das von 
S^wowZK citirte Epigramm mit der üeberschrift: »Sapientia 
duce, comite Fortuna. In Ancum« zu finden ist, und 
aus nochmals zweimal drei Büchern Epigrammen. Da ein 
Epigramm eine Spitze gegen Rom enthielt, so wurde die 
Sammlung von der römischen Kirche auf den Index gesetzt. 

12) Zu S, 85, Lambert erhebt in den Mömoires de 
l'Acad. de Berlin von 1797 folgenden Einwand gegen die 
Richtigkeit der Formel. Ist ^ = , so beweist der eine 
Beweisgrund streng das Gegentheil der Sache, da die Anzahl 
p aller Fälle dann übereinstimmt mit der Anzahl r aller das 
Gegentheil beweisenden Fälle. Mithin muss die Wahrschein- 
lichkeit der Sache gleich NuU sein, da ihr Gegentheil absolut 
sicher ist; die Formel liefert aber nicht diesen Werth, son- 
dern lässt noch die Wahrscheinlichkeit 

1 ^f^ 
adg 

übrig. Der Einwand scheint mir jedoch nicht zulässig zu sein. 
Ist 3' = oder ^ = , d. h. ist das Gegentheil der Sache 
absolut sicher, so können die reinen Beweisgründe daran 
nichts ändern, sondern werden durch den betreffenden ge- 
mischten Beweisgrund völlig entkräftet und müssen daher un- 
berücksichtigt bleiben. Folglich ist nicht die Formel unter (6), 
sondern die unter (4) anzuwenden, welche den richtigen Werth 
für die Wahrscheinlichkeit der Sache ergiebt. Folglich sind 
die Werthe y = oder ^ = unter (6) auszuschliessen. 
Dagegen sind die Werthe r= und 7i = zulässig, da 
dann die reinen Beweisgründe die gemischten noch unter- 
stützen, und in der That liefert die Formel unter (6) für 
r = oder w == den richtigen Werth 1. 

13) Zu den S, 90 und 91, Dieses Werk, dessen voll- 
ständiger Titel lautet: »La logique ou l'art de penser, 
contenant outre les rögles communes plusieurs ob- 
servations nouvelles, propres ä former le jugement«. 
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erschien anonym im Jahre 1664 in Paris; lateinische üeber- 
setzungen erschienen 1666 in Utrecht, 1704 und 1708 in Halle. 
Eine neue französische Ausgabe mit Anmerkungen und Zu- 
sätzen gab Alfred Fouill^e (Paris 1879) heraus. Wie man 
heute weiss, ist dieses Werk, welches gewöhnlich als : 
logique de Port Royal ^ bezeichnet wird, von Antonie 
Irnauläj Peter Nicole und vielleicht unter Mithülfe noch 
anderer Jansenisten vom Kloster Port Royal, mit Benutzung 
einer Abhandlung von Pascal verfasst. Sie vereinigt die 
Aristotelischen Lehren mit Principien von Descartes^ und es 
beginnt mit ihr eine zweite Epoche in der Geschichte der 
Logik, welche bis zu ihrem Erscheinen trotz zahlreicher Bear- 
beitungen keinen wesentlichen Fortschritt seit Aristoteles auf- 
zuweisen hatte. Noch heute ist das Werk nicht antiquirt. Vgl. 
F, Ueherweg^ Grundriss der Geschichte der Philosophie 
der Neuzeit, 1. Band (8. Auflage von M, Heinze^ Berlin 
1896) und E. Reinhold ^ Geschichte der Philosophie 
nach den Hauptmomenten ihrer Entwickelung. I.Band 
(5. Auflage. Jena 1859). In dem letzteren Werke findet sich 
eine ausführlichere Inhaltsangabe auf den Seiten 125 und 126. — 
Hier sind noch zwei znBernoullVs Lebzeiten erschienene Ab- 
handlungen zu nennen, in welchen eine empirische Bestimmung 
von Wahrscheinlichkeiten versucht worden war. Beide Arbeiten 
enthalten Anläufe zur Aufstellung von Sterblichkeitstafeln. Ber- 
noulli hat beide Arbeiten nicht kennen gelernt; das Erscheinen 
der zuerst zu nennenden Arbeit hatte er zwar erfahren, konnte 
aber dieselbe nicht erhalten, wie aus seinem Briefwechsel mit 
Leibniz hervorgeht; von der anderen Arbeit hat er aber 
wahrscheinlich gar nichts gehört. Die beiden Abhandlungen 
sind »Waerdye van lyfrenten nar proportie van los- 
renten« von dem berühmten Grosspensionär t/oAaww e;?e W^t^^ 
(ermordet 1672 bei einem Aufstande), welche 1671 im Haag 
erschienen und 1879 nach dem sehr selten gewordenen Ori- 
ginale neugedruckt ist, und »AnEstimate of the Degrees 
of the Mortality of Mankind, drawn from curious 
Tables of the Births and Funerals at the City of 
Breslaw; with an Attempt to ascertain the Price of 
Annuities upon Lives« von dem bekannten englischen 
Astronom Edmund Halley (1656 — 1742), welche 1693 in 
den Philosophical Transactions erschienen ist. 

Johann de Witt nimmt an, dass ein Mensch, welcher 
zwischen 4 und 54 Jahren alt ist, die gleiche Wahrscheinlichkeit 
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habe, in dem nächstfolgenden Jahre leben zu bleiben oder zu 
sterben, dass aber das Verhältniss zwischen den Wahrschein- 
lichkeiten ftir Sterben and Leben in dem nächsten Jahre für 
die Lebensalter von 54 — 64, 64 — 74 und 74 — 81 Jahren 
bez. gleich |-, 2, 3 sei und dass im Durchschnitt niemand 
das 81 Jahr überschreite. Eine Rechtfertigung dieser An- 
nahmen giebt de Witt nicht. 

Edmund Halley legt seiner Abhandlung, von welcher 
Cantor (a. a. 0., Bd. 3, S. 46) sagt, dass sie »auf verhältniss- 
massig kleinem Räume eine grosse Menge der fimchtbarsten 
Gedanken mehr angedeutet als entwickelt« enthält, die An- 
nahme zu Grunde, dass die Bevölkerungsziffer stationär sei, 
d. h. jährlich ebenso viele Geburten als Todesfälle vorkommen, 
und dass jedes Jahr gleichviele Todesfälle in einem bestimmten 
Alter eintreten. Halley war auf Grund von Geburts- und Todes- 
listen der Stadt Breslau, welche für die 5 Jahre 1687 — 1691 
veröffentlicht worden waren, zu seinen Annahmen geführt worden. 
6193 Geburten standen 5869 Todesfällen gegenüber; der 
jährliche üeberschuss der Geburten beträgt also ungefähr 64, 
konnte aber schwerlich eine Zunahme der Bevölkerungsziffer 
hervorbringen, da ungefähr ebenso viele Erwachsene jährlich 
zum Ejriegsdienste ausgehoben wurden. Nach Halley^B An- 
nahmen stellt also die Todesliste eines Jahres zugleich eine 
Sterblichkeitstafel dar. Seine so erhaltene Sterblichkeitstafel 
benutzt er dann zur Beantwortung verschiedener Fragen über 
Lebenswahrscheinlichkeiten, welche er in die Wissenschaft ein- 
geführt hat und welche Wahi'scheinlichkeiten a posteriori 
sind. Die Annahme einer stationären Bevölkerungsziffer ist 
aber durch die Volkszählungen als falsch nachgewiesen worden. 
[Vgl. Cantor, a. a. 0., Bd. 3, S. 45 — 49 und die »Politische 
Arithmetik« desselben Verfassers (Leipzig, 1898), in welcher 
sich auf S. 87 u. folg. eine kurze Uebersicht der Weiter- 
entwickelung dieser Fragen findet.] 

14) Zu S. 92, Dass gegen Bernoulli^ gewaltige Ideen 
Einwände erhoben wurden, kann nicht Wunder nehmen, eher 
freilich, dass sie von Leibniz herrührten, und ihn wird Ber- 
noulli hauptsächlich im Auge gehabt haben, wenn er an 
dieser Stelle die Einwände anführt und sie widerlegt. Denn 
alle diese Einwände hatte Leibniz brieflich erhoben, nach- 
dem ihm Be7^noulli seine Ideen mitgetheilt hatte. Das Bei- 
spiel der Ludolph^chen Zahl lässt Leibniz nicht gelten, da 
bei dieser Zahl jede neue Decimalstelle eine grössere 
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Annäherung bringe, während man aber von jeder -neuen Er- 
fahrung nicht wisse, ob sie die frühere Annahme um so 
richtiger erscheinen lasse. Im letzten Briefe geht Bernotüli 
auf eine weitere Vertheidigung seiner Wahrscheinlichkeit a 
posteriori gar nicht ein, sondern bittet nur um Zusendung 
der Abhandlung von de Witt, — 

Archimedes (ca. 287 — 212 v. Chr.) schloss 7t zwischen 
die Grenzen Z\ und 3^ ein, Adriaen Anthonisz mit dem 
Beinamen Metius (1527 — 1607) gab die Grenzwerthe ^-^^ 
und 3^1^, aus denen er durch Addition der Zähler und der 
Nenner den auf 6 Decimalstellen genauen Werth von 7t erhielt: 

^ = 3 .!! 1" !!^ = 3tV\= 3,141592... 
106 + 120 "^ ' 

Ludolph van Ceulen (1540 — 1610) berechnete 7t auf 3 5 Decimal- 
stellen genau. Bernoulli hätte hier noch verschiedene andere 
Autoren mit dem gleichen Rechte wie Metius anführen können. 
(Vgl. Cantor a. a. 0., Bd. 2, 8. 549 u. folg.) 

1 5) Zu S. 95, Die sämmtlichen Kapitel dieses vierten Ab- 
schnittes sind wortgetreu wiedergegeben, um BernoullV^ Ge- 
danken auch nicht im geringsten zu verändern. Nur in for- 
maler Beziehung habe ich in den Beweisen der Hülfssätze (3), 
(4) und (5) kleine Aenderungen vorgenommen, welche die 
Uebersichtlichkeit derselben wesentlich erleichtern dürften, und 
welche vornehmlich in der Ersetzung von L und ^ (ohne 
Index) durch die mit Indices versehenen Buchstaben Ln und 
Rn und der Ersetzung von Worten durch Formeln bestehen. 
Bernoulli ist, da ihm eine geeignete Bezeichnung mangelt, 
oft gezwungen, weitläufig und schwer verständlich mit Worten 
Schlüsse beschreiben zu müssen, welche sich durch Formeln 
knapp und übersichtlich darstellen lassen. 

16) Zu S, 98, Bernoulli verwendet statt ± und q= die 

Zeichen {? und )/, , welche sich in dieser Bedeutung sonst 

bei keinem Mathematiker zu finden scheinen. Leibniz hat 

zwar das letztere Zeichen in seiner Characteristica geo- 

metrica von 1679 benutzt; dort bedeutet es aber congruent. 

M M 

Dass -yr- und -^ für n = oo unendlich grosse Werthe 

haben, lässt sich mit Hülfe der Ungleichungen (auf S. 96): 
(nr + 1) « > ^sr^ . . ., («s + 1) r > nrs^ , , , leicht und 
streng zeigen; Bernoulli^ hierfür (auf 8. 98) gegebener 
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Beweis ist mindestens in formaler Beziehung unbefriedigend. Der 
in der Anmerkung (8. 100 u. folg.) gegebene Beweis der 
Httlfssätze (4) und (5) ist dagegen völlig streng. 

17) Zu S, 105. Unter Waliraftheinlifthl^eif.a^rad eines 
Erdgnisses verstellt also BernouUi die Zahl der demselben 
günstigen Fälle. Dagegen gebraucht er nirgends für den 
Quotienten aus der Anzahl der günstigen Fälle dividirt durch 
die Anzahl aller möglichen Fälle den jetzt allgemein üblichen 
Ausdruck Wahrscheinlichkeit des betreflfenden Ereignisses, 
sondern stets Hoffnung, indem er das zu erwartende Er- 
eigniss gleich 1 setzt. Hoffnung hat also bei BernouUi ganz 
die jetzige Bedeutung. 

BernoullV^ Beweis seines Satzes ist vollkommen streng 
und hat vor allen später gegebenen kürzeren Beweisen, welche 

die Stirling^^a^YLQ Formel: n\ = n^e~*^y27tn [n eine sehr grosse 
Zahl) benutzen, den Vorzug, dass in ihm nur elementare 
Hülfsmittel und Betrachtungen verwendet werden. 

In den Lehrbüchern der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist 
als ^ernoulir^ohQ^ T heojrem gewöhnlich nicht das ursprüng- 
liche Theorem, wie es sich auf S. 104 findet, angeführt, 
sondern das folgende, welches eine Umkehmng des ursprüng- 
lichen vorstellt: 

>Sind p und q die einfachen und constanten Wahrschein- 
lichkeiten zweier entgegengesetzten Ereignisse A und B (also 

f s 

p + q = ^ und also ;? = — , ^ = — inider BernouUi^ sahen 

z z 

Bezeichnung), so ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass das 
Ereigniss A in einer sehr grossen Anzahl ii von Versuchen 
in einer zwischen ^p 4- X und fip — l liegenden unbekann- 
ten Anzahl m von Malen eintrifft, gleich 

oder es ist W die Wahrscheinlichkeit, dass die Abweichung 

p zwischen und H enthalten ist. « 

Wenn sich diese Umkehrung des BernoulW sahen Theorems 
auch nicht im Originale der Ars conjectandi in dieser Formu- 
lirung findet, so ist der Ausdruck für die Wahrscheinlichkeit 
W in BernoulWs Beweise seines Satzes (S. 105) implicite 
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enthalten, wenn auch nicht als Formel geschriehen. Ans dem 
Kapitel lY geht aber deutlich hervor, dass Bernoulli gerade 
die Bedeutung dieser Umkehrung voll erkannt hat, welche 
erst die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf alle 
verschiedenen Gebiete des täglichen Lebens ermöglicht «hat 
und es rechtfertigt, wenn man sich durch zahlreich wieder- 
holte Beobachtungen Klarheit über ein Ereigniss und die es 
bestimmenden Ursachen verschaffen will. Die ganze Statistik 
hat erst durch dieses Gesetz ihre wissenschaftliche Grundlage 
erhalten. Sicher hatte Bernoulli diese weiteren Untersuchun- 
gen in den fehlenden Kapiteln des IV. Theiles durchzuführen 
beabsichtigt. 

An diesen Summenausdruek knüpft die analytische Weiter- 
entwickelung des jB^now/Ä'schen Theorems an, um welche 
sich de Moivre und Laplace die hervorragendsten Verdienste 
erworben haben. Letzterem verdankt der Ausdruck für die 
Wahrscheinlichkeit W seine heutige Integi-alform : 

y 



wo 



Y = 



y2f^pq 



ist. Wie E ggenberger neuerdings in den Mittheilungen der 
naturforschenden Gesellschaft in Bern aus dem Jahre 1893, 
S. 110 — 181 (Beiträge zur Darstellung des JSerwowWt'schen 
Theorems, der Gammafunction und des Za/?/ace'schen In- 
tegrals] gezeigt hat, lässt sich die Restfunction noch mit dem 
Integrale vereinigen in der Form: 



6 
2 



wo jetzt aber 






'^=(^ + *)>^2^ 



ist. Dort findet sich auch eine historische Untersuchung über 
die analytische Entwickelung des JSerwow/fo'schen Theorems, 
in welcher vor allem die Verdienste von de Moivre und die 
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indireete Mitwirkung von Stirling gewürdigt werden. Leider 
ist die Darstellung nicht klar und übersichtlich. 

Während also die obige Umkehning des BernoullV^a^'&ix 
Theorems in den Lehrbüchern der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
gewöhnlich als BernoulU^^ches Theorem selbst bezeichnet 
wird, findet man als Umkehrung desselben ein anderes Theorem, 
den Satz von Bayes bezeichnet: »Bezeichnen x und 1 — x 
die unbekannten Wahrscheinlichkeiten zweier entgegengesetzten 
Ereignisse A und B^ und ist in einer sehr grossen Anzahl 
ft = a + 6 von Versuchen das Ereigniss A a-mal, das Er- 
eigniss B 5-mal eingetroflfen, so liegt der Werth von x mit 
der Wahrscheinlichkeit 

zwischen den Grenzen 

a , -\/%ah 

Für das Integi-al W sind Tafeln berechnet, aus denen man 
den Werth von W für jeden Werth von c entnehmen kann, 
und welche in jedes grössere Lehrbuch der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung aufgenommen sind. — 

Das Bernoulli^BchQ Theorem wird häufig auch als das 
Gesetz der grossen Zahlen bezeichnet, welcher Name von 
Poisson (Recherches sur la probabilitö, Paris 1837) 
herrührt. 

In historischer Beziehung sei noch eine Aeusserung Cur- 
dano\ angeführt, welche an das i?erwowWe'sche Theorem 
denken lässt. Cardano in seinem Buche De ludo aleae 
sagt, dass man im Verhältnisse 1 : (2" — 1) darauf wetten 
könne, n-mal nach einander gerade Zahlen zu werfen, und dass 
bei unendlicher Anzahl der Würfe das Ergebniss mit der Er- 
fahrung übereinstimmen werde, denn die Länge der Zeit sei 
es, welche alle Möglichkeiten zeigt (Vgl. die citirte Aeusserung 
und eine zweite ähnlichen Sinnes bei Cantor^ a. a. 0., Bd. 2, 
8. 495). 

18) Zu S, 107, Wahrscheinlich hat Bemoulli das so- 
genannte gi'osse Weltjahr im Auge, nach dessen Ablauf alle 
Dinge wiederkehren sollen. Das von ihm gebrauchte Wort 
apocatastasis scheint sich bei Plato nicht zu finden, sondern 
nur in der pseudoplatonischen Schiift Axiochos vorzukommen. 
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Die Lehre von dem Ereislaufe aller Dinge war im Alterthume 
sehi' verbreitet und findet sich schon bei Herakleitos von 
Ephesus und Empedokles] besonders entwickelt wurde sie 
von den Stoikern, wofür sich zahlreiche Belege bei ZeUeTj 
Philosophie der Griechen (Bd. 3, Theil 1, S. 141) finden.. 



19) Zu S. 108. Der Brief über das Ballspiel, bietet, ab- 
gesehen von seiner mathematischen Bedeutung, insofern noch 
besonderes Interesse dar, als die in ihm entwickelten Methoden 
und Resultate fast ohne weiteres auf das jetzt sehr beliebte 
Lawn-Tennis übertragen werden können; man hat nur die 
einzige Modification einzuführen, dass bei diesem jede Partie 
aus 6 Spielen besteht. Zum Theil können die Untersuchungen 
principielle Fragen des Lawn-Tennis entscheiden, weshalb 
die Resultate jeden Lawn-Tennis-Spieler interessiren müssen, 
selbst wenn er nicht im Stande ist, die mathematischen Ent- 
wickelungen zu verstehen. Die Paragraphen XYIII und XXI 
sind dabei auszuschalten, da die Bisques und die Schassen 
beim Lawn-Tennis abgeschaflft sind. 

Der deutschen Wiedergabe dieses Briefes stellten sich nicht 
unbedeutende Schwierigkeiten entgegen, welche einerseits be- 
reitet wurden von den französischen Spielausdrücken, um 
derenwiUen nur Bernoulli den Brief in französischer Sprache 
geschrieben hatte, und andrerseits von der Unkenntniss der 
Spielregeln, welche Bernoulli zu seiner Zeit als wohlbekannt 
voraussetzen durfte, während es heute viel Mühe verursacht, 
sie überhaupt kennen zu lernen. 

In ersterer Hinsicht habe ich mir dadurch geholfen, dass 
ich die von R. v. Fichard in seinem >Handbuche des 
Lawn-Tennis-Spieles« (Baden-Baden, 1895) für dieses 
Spiel eingeführten deutschen Spielausdrücke benutzte, was 
schon deshalb gerechtfertigt war, weil das moderne Lawn- 
Tennis von dem viel complicirteren und schwierigeren jeu 
de Paume abstammt. Für die Spielregeln und alles, was 
sonst mit dem jeu de Paume zusammenhängt, fand ich ausser 
dem eben genannten Buche als Quellen: »Le jeu de Paume, 
son histoire et sa description«, herausgegeben von JBcfot/arrf 
Fournier (Paris 1862) und »die Kunst der Ball- und 
Raquettenmacher und vom Ballspiele« (üebersetzung 
einer von Garsault herrührenden Abhandlung) in dem Werke 
Schauplatz der Künste und Fertigkeiten, übersetzt und 
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herausgegeben von Z>. 6r. Schreber, 7. Band, 8. 225 — 276 
(Leipzig u. Königsberg 1768). Auch das Fournier^ sehe Buch. 
enthält als wesentlichen Theil die Abhandlung l'art du 
paumier-Raquetier et de la Paume von Garsault aus 
dem Jahre 1767, welche jetzt sehr selten geworden ist. Die 
Darstellung in den beiden letztgenannten Büchern ist leider 
ziemlich unklar und schwer verständlich. 

Das Paume genannte Ballspiel ist seit dem 13. Jahr- 
hundert bekannt und erfreute sich in den folgenden Jahr- 
hunderten bis zur französischen Revolution grosser Beliebtheit, 
hauptsächlich in den vornehmen Kreisen. Das Spielen war 
nicht nur sehr theuer, da um hohe Summen gespielt wurde 
und die Miethe für das Ballhaus eine hohe war, sondern er- 
forderte viele Uebung und also sehr viel Zeit. Darin aber 
liegt der Grund, dass unser Jahrhundert keinen günstigen 
Boden für das Spiel darbot und dasselbe jetzt nur ganz selten 
noch gepflegt wird. Der Name des Spieles rührt davon her, 
dass der Ball ursprünglich mit der flachen Hand (palma) ge- 
schlagen wurde; erst vom 15. Jahrhundert an bediente man 
sich dazu des Schl|lgers (racket, raquette). 

Ursprünglich wurde das Spiel im Freien oder in unbedeckten 
Räumen gespielt; vom 14. Jahrhundert an baute man BaU- 
spielhäuser oder Ballhäuser (tripots, später jeux genannt], 
welche in grosser Zahl (1657 zählte man in Paris 114) ent- 
standen und von denen das in Versailles durch die Sitzung 
der Nationalversammlung vom 20. Juni 1789 zu historischer 
Berühmtheit gelangte. Durch diese Ballhäuser wurde das Spiel 
von der Witterung unabhängig und erlangte, vornehmlich durch 
Mitbenutzung der Wände bis zu einer bestimmten Höhe, ausser- 
ordentliche Mannigfaltigkeit und Abwechslung. Man unterschied 
die Ballhäuser in jeux carr^s und in jeux du dedans oder du 
tambour. Die auf S. 162 stehende Figur giebt den Grundriss 
eines jeu du dedans. Die Umfassungsmauern, welche min- 
destens 7 Meter Höhe bis zum Dache hatten, umschlossen ein 
Rechteck von ca. 30 Meter Länge und 10 Meter Breite. In 
dieses waren an drei Seiten Wandelgänge von ca. 1 Yj Meter 
Breite eingebaut, deren vordere Wände etwas über 2 Meter 
Höhe hatten und welche von unter 45° nach dem Innern ab- 
fallenden Dächern bedeckt waren. Diese Wandelgänge hiessen 
Gallerien (kleine, grosse Gallerie und Gallerie du dedans) und 
umschlossen das eigentliche Spielfeld FGMK^ welches durch 
das in ca. 1 Meter Höhe gespannte (Seil oder) Netz AA' in 

Ostwald's Klassiker. 108. 1 1 
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zwei gleiche Hälften getheilt vurde. Das Dach der grossen 
Qallerie wurde auf der Strecke E£! von den Säulen A, B, 
0, D geti'agen, zwischen welchen sich die beiden Thür- 
öfflmngen BO und die mit niedrigen Brüstungen versehenen 
feusterartigen Oeffnnngen AB, CD, DE (I., 2., 3. Oeffnun- 
gen genannt) befanden. Änch die Gallerie dn dedana gestattete 
durch eine solche fensterartige Oeffnung LM Einblick in das 
Bailhans. während die kleine Gallerie keine derartige Oeffnung 
beaass. In ihrer Vorderwand befand sich nur dicht unter dem 
Dache die kleinere rechteckige Oefhnng G, la grille ge- 
nannt, von ca. ^4 Meter im Oeviert Solche kleinere Oeffuungen 
f^den sich oft noch mehrere vor und biessen zusammen 
hasarda. Hinter den grossen OefTnungen der heiden andern 
Grallerien hielten sich die Zuschauer auf, welche durch Ab- 
schliessen von Wetten auf die Spieler eifrigst am Spiele theil- 
nahmen. Die vorspringende Maner G H hiess le tambonr und 
diente zur Erschwerung des Spieles. Daa folgende Bild, 
welches eine Verldeinemng eines Kupferstiches aus dem 
>SchaTiplatz6 der Ktlnste und Fei-tigkeit«n> ist, gewährt einen 
Einblick in das Innere einea Ballhauses von der Gallerie dn 
dedana aus, auf deren Brflatnng der Korb mit den Spielbällen 
zu sehen ist, und dürfte die vorstehenden Angaben wesent- 
lich illuatriren. 



Fig. 3. 

Die geschilderte Einrichtung eines Ballhauses unterlag bei 
den einzelnen Spielhäusern mannigfachen kleinen Abänderun- 
gen. Daa J6u earrö unterscheidet aich von dem jeu du 
dedana dadurch, daas die Gallerie du dedans und die Mauer 
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OH (le tambonr) fehlen^ daftlr aber mehrere derartige Oeff- 
Hangen wie die Grille vorhanden sind. 

Anf dem Fnssboden, welcher mit 90 Reihen quadratischer 
Steinplatten ausgelegt war, befanden sich eine Anzahl Ton 
schwarzen Linien. Eine der Llüigsseite parallele Linie halbirte 
das Spielfeld, ihr parallel war noch die Linie e^ welche mit 
der Linie d (dem Passestriche) im oberen Theile des Ball- 
hauses das Aufschlagfeld abgrenzt. Sowohl in dem oberen 
Theile AFGA', als auch in dem unteren Theüe A KM A' 
waren eine Anzahl von der Breitseite parallelen Linien a, i, 
c, df ij 2, . . .y 14 gezogen, welche zum Markiren der 
Schassen, von denen weiter unten die Rede sein wird, dienten; 
solche Linien gab es im unteren Theile des Ballhauses mehr als 
im oberen (in dem Grundrisse sind nicht alle gezeichnet). — 

Nahmen an dem Spiele 2 oder 4 Personen Theil, so ver- 
theilten sie sich gleichmässig auf beide Seiten des Spielhauses; 
waren nur 3 Theilnehmer vorhanden, so spielten zwei oben 
und der dritte unten. Derjenige Spieler, welcher das Spiel 
zu beginnen und den Ball aufzuschlagen (den Service zu 
geben) hatte, stand unten im Ballhause. Sollte sein Auf- 
schlageball gültig sein, so musste er über das Netz fliegen, 
auf das Dach der grossen Gallerie und nur auf dieses auf- 
treffen und von diesem in das Aufschlagfeld EFed hinein- 
springen; jeder andere Ball war ungültig. War dem Auf- 
schläger der erste Ball missglückt, so durfte er noch einen 
Ball aufschlagen; erst wenn ihm auch dieser misslang, hatte 
er einen Gang verloren. Der Gegner hatte jeden gültigen 
Ball entweder im Fluge oder nach seinem ersten Aufsprunge 
zurückzuschlagen, worauf ihn der Aufschläger in gleicher 
Weise zurückspielen musste. Da hierbei der Ball auf die 
Gallerien, Dächer und Wände (bis zu einer bestimmten Höhe) 
aufprallen durfte, so boten sich die mannigfaltigsten Ab- 
wechslungen dar. Fehlte einer der Spieler den Ball, so wurde 
dadurch der Gang beendigt. 

Die Anzahl der Spiele, aus denen eine Partie sich zu- 
sammensetzte, wechselte in den einzelnen Ländern im Laufe 
der Zeiten; gewöhnlich waren es 4, 6 oder 8 Spiele. Jedes 
Spiel wurde auf 60 Punkte gespielt, welche zu je 15 zu- 
sammengezählt wurden. Warum man gerade 15 zählte, ist 
schwer zu sagen; jedenfalls hing diese Zahl mit der Zahl der 
Felder zusammen, in welche Fussboden und Wände getheilt 
waren und deren man 15 auf jeder Seite des Netzes zählte. 
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Diese Zahlen waren bald einfach zu Namen geworden nnd 
man Hess dann das Wort »Punkt« fort. Man zählte >15 zu 
15« 'oder kurzweg »15 zu«, wenn jede Partei 15 Punkte, 
»30 zu 15«, wenn die eine Partei 30, die andere 15 Punkte 
gewonnen hatte, u. s. w. Wenn ^ine Partei vier Gänge ge- 
wonnen hatte, so war das Spiel von ihr gewonnen, ausser in 
dem Falle, dass die andere Partei 45 Punkte für sich zählte. 
Stand jedoch das Spiel auf »45 zu«, so musste eine Partei 
noch zwei Gänge hintereinander gewinnen, um das Spiel 
gewonnen zu haben. Statt »45 zu« zählte man »ä deux« 
(englisch deuce), was ich durch das beim Lawn-Tennis übliche 
deutsche Wort ^Einstand< wiedergegeben habe. Diejenige 
Partei, welche dann den nächsten Gang gewann, zählte >vor< 
für sich oder war »tm Vortheih (franz. avantage, engl, 
advantage). Gewann dieselbe Partei noch den nächsten 
Gang, so hatte sie, wie schon erwähnt, das Spiel gewonnen; ver- 
lor sie diesen aber, so zählten beide Parteien wieder Einstand. 

Ging die Partie auf m Spiele, so hatte die Partei ge- 
wonnen, welche zuerst m gewonnene Spiele für sich zählte. 
Hatten aber beide Parteien je m — 1 Spiele gewonnen, so 
zählte man *Spieleinstand<^ (ä deux de jeu). Diejenige 
Partei, welche das nächste Spiel gewann, zählte dann ^Spiel- 
f? r « ; gewann sie auch das folgende Spiel, so war damit die 
Partie zu ihren Gunsten entschieden, andernfalls aber zählten 
beide Parteien wieder Spieleinstand. 

Die in der unteren Hälfte des Ballhauses spielende Partei I, 
welche also den Aufschlag zu geben hatte, gewann 15 für 
sich, 1) wenn die Gegenpartei II den Ball in das Netz AA\ 
an die Decke oder in die Lichtöfihungen schlug, 2) wenn sie 
selbst eine Schass zog oder die Gegenpartei H sie nicht 
zog, 3) wenn es ihr gelang, den Ball in die letzte Oeffnung 
DE auf der oberen Seite des Ballhauses oder in die Grille 
zu spielen, 4) wenn die Gegenpartei II den Ball nicht im 
Fluge oder nach dem ersten Aufsprunge und den Serviceball 
nicht nach dem ersten Aufsprunge zurückschlug; die oben 
spielende Partei II dagegen gewann 1 5 in den gleichen Fällen 
1) und 2) wie vorher, 3) wenn es ihr gelang, den Bau in die 
Oeffiiung du dedans LM zu spielen, sie machte aber 4) nur 
eine Schass, wenn ihre Gegenpartei I den Ball nicht im 
Fluge oder nach dem ersten Aufsprunge zurückschlug. Von 
diesen Regeln fanden oft in dem oder jenem Punkte Ab- 
weichungen statt, welche hier aber kein Interesse darbieten. 
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Die oben spielende Partei II machte eine Schass (ital. 
caccia, franz. chasse), wie erwähnt, wenn die Gegenpartei I 
den Ball zweimal aufspringen oder sie den Ball in die letzte 
Oeffnung DE der unteren Seite fliegen Hess. Die Schass wurde 
urspiünglich da markirt, wo der Ball nach seinem zweiten 
Aufspmnge zn rollen aufhörte oder erjagt (cacciata, daher 
der Name) wurde; bald aber war es Regel geworden, sie an 
der Stelle des zweiten Aufsprunges zu markiren. Galten die 
vorstehenden Regeln, so fanden die Schassen nur unten im 
Ballhause statt und, um sie zu markiren, dienten die dem 
Netze parallelen Linien a, d, c, d^ 1, 2, ..., 14 [man be- 
zeichnete sie darnach als Schass der ersten, zweiten, Thür- 
und letzten Oeffnung und als Schass ^, 1, 2, . . ., 14]. 
Mit der Schass hatte aber die Partei II, welche sie gemacht 
hatte, noch nicht 15 gewonnen, sondern sie musste nun die 
Schass vertheidigen, und die Gegenpartei I hatte die Schass 
zu ziehen. Der letzteren Partei gelang dies, wenn sie eine 
bessere Schass machte, indem sie ihren Schlag so einrichtete, 
dass der zweite Aufsprung des Balles jenseits des Ortes lag, 
an welchen die von der Partei 11 gemachte Schass markirt 
war. Die Partei 11 suchte ihrerseits das Ziehen der Schass 
dadurch zu verhindern, dass sie den Ball vor seinem zweiten 
Aufsprunge auffing oder wegschlug. Eine Schass war um so 
schwieriger zu gewinnen, je näher an der Gallerie du dedans 
sie gemacht war. Bevor die Schass gezogen wurde, wechsel- 
ten beide Parteien ihre Plätze. Man Hess aber die Partei II 
erst zwei Schassen machen, ehe die Plätze gewechselt und 
die Schassen von der Partei I zu ziehen versucht wurden; 
nur wenn die eine Partei 45 oder vor für sich zählte, wech- 
selte man bereits nach einer gemachten Schass die Plätze. 
Hatte die Partei I die Schass richtig gezogen, so gewann sie 
15; sie verlor aber 15, wenn die Partei II das Ziehen der 
Schass verhindert hatte. Hatte z. B. die Partei H zwei 
Schassen, die eine auf der Linie c?, die andere auf der Linie 
1 gemacht, so konnte die Partei I nur dann zweimal 1 5 ge- 
winnen, wenn sie zwei bessere Schassen machte, z. B. in 
Bezug auf die erste Schass auf der Linie 14 oder zwischen 
14 und d und in Bezug auf die zweite auf der Linie 9 oder 
zwischen 9 und 10. 

20) Zu S, 117. Die Tafel IV findet sich in dem Originale 
in etwas anderer Form, indem dort sämmtliche Zähler und 
Nenner ausgerechnet sind; weil dadurch die Tafel aber sehr 



Anmerknngen. 167 

nnübersichüich ist^ so habe ich die hier gegebene Form be- 
vorzugt. 

21) Zu S, 122. Wenn ^ dem £ ein halb fünfundvierzig 
vorgiebt, so bedeutet dies, dass er dem B entweder in den 
ungeradzahligen Spielen 45 und in den geradzahligen 30 vor- 
giebt oder umgekehrt; von beiden Arten kann sich B die 
ihm passende nach Belieben auswählen. Ein halb dreissig 
bedeutet die Yoi^abe von 30 in jedem zweiten Spiele und 15 
in den dazwischen liegenden Spielen und ein halb fünfzehn die 
Vorgabe von 1 5 in jedem zweiten Spiele und in den anderen 
Spielen. 

Bei Lawn-Tennis ist noch ein ganz ähnliches Vorgabe- 
system in Gebrauch. 

22) Zu S, 127, Die von Bernoulli hier ausgesprochene 
Vermuthung ist in der That völlig zutreffend und zwar nicht 
nur in dem Falle, für welchen die Tafel VI berechnet ist, 
dass A in einem Spiele doppelt soviel Wahrscheinlichkeit hat, 
es zu gewinnen, als es zu verlieren, und in dem nächsten 
Spiele umgekehrt doppelt soviel Wahrscheinlichkeit hat, es zu 
verlieren als es zu gewinnen, sondern ganz allgemein für jedes 
Verhältniss. Bin Beweis hierfür existii't aber meines Wissens 
bis jetzt nicht, weshalb ich den folgenden hier mittheile. 

Es werde angenommen, dass A dem B abwechselnd einen 
kleinen oder einen grösseren Vortheil einräumt, je nachdem 
die Anzahl der von beiden Spielern noch zu gewinnenden 
Spiele eine gerade oder ungerade Zahl ist; im ersteren 
Falle soll es T^-mal [n eine positive Zahl) wahrscheinlicher 
sein, dass A das Spiel gewinnt, als dass er es verliert, und 
im letzteren Falle soll es umgekehrt n-mal wahrscheinlicher 
sein, dass A das Spiel verliert, als dass er es gewinnt. Be- 
zeichnet man nun die Hoffoung des A^ die Partie zu ge- 
winnen, wenn er noch g und sein Gegner B noch h Spiele 
zu gewinnen hat, mit -^^,a, so ist, wenn ^ + ä eine gerade 
Zahl ist, immer 

Ag^k + Ak,g =1. (I) 

Dies lässt sich folgendermaassen leicht zeigen. 

Aus den Voraussetzungen ergeben sich die folgenden Re- 
cursionsformeln : 
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wenn g -^ h eine gerade Zahl ist, nnd 

1 . . n 



^9,h = 



n 



qrr ^^-*'* + ^r+rr ^^•*-* ' 



wenn g -j- h eine ungerade Zahl ist. Wendet man anf 
Ag-i^h TUid Ag^h-i in der ersten Formel die zweite nnd auf 
dieselben Grössen in der zweiten Formel die erste an, so er- 
hält man die für gerade und ungerade Werthe von g + /^ 
gültige Formel: 

Beachtet man nun, dass auf Grund der Definition von A^^a 
und der Spielbedingungen die Gleichungen bestehen: 

Ao^a== 0, für Q>0, (T^O, 

Ag^o= 1, für (>^0, (;>0, 

da ein Spieler zwei Spiele hintereinander gewinnen muss, um 
die Partie zu gewinnen, wenn jedem der Spieler nur noch 
2 Spiele fehlen, so findet man aus der Recursionsformel zu- 
nächst: 

A --!• 



-^«,1 



2 
1 



2{n + 1) ' 
_ n + 2 , 
''*~2{n+ 1)' 

^ — ^ 

_ 2n'+ 3;^+ 2 
*'3 ~ 2{n+lY 

Auf der rechten Seite der Formel (II) stehen nun lauter 
Hoffnungen A^^a^ deren Indicessumme Q + o um zwei Ein- 
heiten kleiner ist als die Indicessumme der auf der linken 
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